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В. В. Бовсуновська

Про тейлорiвськi коефiцiєнти функцiй з класу Гардi

Нацiональний технiчний унiверситет «Київський полiтехнiчний
iнститут iменi Iгоря Сiкорського», Київ, Україна.

Нехай D = {z ∈ C : |z| < 1} – одиничний круг в комплекснiй
площинi i задано степеневий ряд

∞∑
k=0

ckz
k. (1)

Означення. Через Hp, 1 ≤ p <∞, позначимо множину функцiй
f(z) регулярних в D i таких, що

lim
r→1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ =: Hp(f) <∞.

Цю множину функцiй називають класом Гардi.
Важливою задачею при вивченнi граничних властивостей фун-

кцiй f(z) є встановлення умов на послiдовнiсть комплексних чи-
сел {ck}∞k=0 при виконаннi яких функцiя f(z), задана рядом Тейло-
ра (1), буде належати класу Гардi Hp, 1 ≤ p <∞.

Добре вiдомо, що для того, щоб регулярна вD фукнкцiя f(z) на-
лежала класу H2 необхiдно i достаньо, щоб збiгався ряд

∑∞
k=0 |ck|2.

Справедливе таке твердження.

Теорема. Нехай послiдовнiсть {ck}∞k=0 задовольняє такi умови:
а) lim

n→∞
cn = 0, lim

n→∞
n
√
|cn| = 1,

б)
∞∑
k=0

(k + 1)| 42 ck| <∞, 42ck = ck − 2ck+1 + ck+2.

Для того, щоб функцiя f(z) =
∑∞
k=0 ckz

k належала класу H1 не-
обхiдно i достатньо, щоб

∞∑
k=1

|ck|
k

<∞.

E-mail: � bovsunovska@matan.kpi.ua.
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В. Ю. Богданський1, О. I. Клесов2

Узагальнення теореми Басса-Пайка про посилений закон
великих чисел

Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний
iнститут iменi Iгоря Сiкорського”, кафедра математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей, Київ, Україна

У роботi [1] Р. Басс i Р. Пайк довели рiвномiрний закон вели-
ких чисел для випадкових величин, iндексованих множинами. В
цiй доповiдi наводиться узагальнення цього твердження i наслiдки
з цього узагальнення. Також доводиться твердження про рiвномiр-
ну збiжнiсть для процесiв вiдновлення.

Нехай A — деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин (0, 1]d;
При деяких умовах, накладенх на A та X

sup
A∈A

∣∣∣∣X(nA)

nd
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, n→∞, (1)

майже напевно, де µ— деяка випадкова величина, яка визначається
в умовi на X.

Пiдставляючи замiсть X рiзнi випадковi заряди, можна отри-
мати рiзнi наслiдки. Наприклад, X може породжуватись сумами
незалежних однаково розподiлених випадкових величин. В цьому
випадку µ — це математичне сподiвання цих випадкових величин.

Бiльше того, при деяких iнших умовах

sup
A∈A

∣∣∣∣ t

(Nt(A))d
− µ|A|

∣∣∣∣→ 0, t→∞, (2)

майже напевно, де Nt(A) — процес вiдновлення. Зауважимо, що
умови для (2) є бiльш обтяжливими, нiж умови для (1).

[1] R. F. Bass and R. Pyke. A strong law of large numbers for partial-sum processes
indexed by sets. Ann. Probab., 12, (1984), 268–271.

E-mail: � 1hypostimpack@ukr.net, � 2klesov@matan.kpi.ua.
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Т. О. Драбик

Асимптотична нормальнiсть оцiнки найменших квадратiв
параметрiв нелiнiйної моделi регресiї

НТУУ «КПI iм. I. Сiкорського», Київ, Україна.

Розглянемо модель регресiї Xt = g(t, θ) + εt, t = 1, T , де g :
N × Θγ → R – неперервна функцiя при будь-яких t ≥ 1, Θγ =⋃
‖a‖≤1(Θ + γa), γ > 0 – деяке число, Θ ∈ Rq – вiдкрита множина,

що мiстить монотонно неспадну сiм’ю вiдкритих опуклих множин
{ΘT , T > T0 > 0}, дiйсне значення параметра θ ∈ ΘT , T > T0.
Вiдносно шуму ε припустимо, що
1) εt = G(ξt), t ∈ Z, де G(x), x ∈ R, – борелева функцiя, причому
Eε0 = 0, Eε40 <∞.
2) ξt, t ∈ Z, є гауссiвським стацiонарним часовим рядом, Eξ0 = 0,
iз коварiацiйною функцiєю B(t) =

∑r
j=0AjBαjκj (t), r ≥ 0, t ∈ Z,

Bαjκj (t) =
cosκjt

(1+t2)αj/2
, αj ∈ (0, 1), 0 ≤ κ0 < κ1 < . . . < κr < π,∑r

j=0Aj = 1, Aj ≥ 0.
Розглянемо оцiнку найменших квадратiв (о.н.к.) невiдомого па-

раметра θ ∈ ΘT , тобто випадковий вектор θ̂T ∈ Θc
T такий, що мiнi-

мiзує функцiонал

QT (τ) =
∑T
t=1[X(t)− g(t, τ)]2.

Також розглянемо допомiжну лiнiйну регресiйну модель

Z(t) =
∑q
i=1

∂

∂θi
g(t, θ)βi + εt, t ∈ 1, T .

У доповiдi наведено умови на функцiю регресiї g, за яких було до-
ведено, що для будь-якого r > 0 P{‖ûT − ũT ‖ > r} → 0, T → ∞,
де ûT = dT (θ)(θ̂T − θ) є нормаваною о.н.к. моделi регресiї, ũT =
dT (θ)(β̃T − β) є нормованою о.н.к. допомiжної лiнiйної регресiйної
моделi.

Останнє спiввiдношення лiнеаризацiї дозволяє отримати теоре-
му про асимптотичну нормальнiсть нормованої о.н.к. ûT параметрiв
тригонометричної функцiї регресiї [1].

g(t, θ) =

N∑
k=1

(Ak cosϕkt+Bk sinϕkt), t ∈ N,

θ = (θ1, θ2, θ3, . . . , θ3N−2, θ3N−1, θ3N ) = (A1, B1, ϕ1, . . . , AN , BN , ϕN ),
(Ak)2 + (Bk)2 > 0, k = 1, N, 0 ≤ ϕ < ϕ1 < . . . < ϕN < ϕ < π.
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[1] A.V. Ivanov, N.N. Leonenko, M.D. Ruiz-Medina, and B.M. Zhurakovsky Esti-
mation of harmonic component in regression with cyclically dependent errors,
Statistics: A Journal of Theoretical and Applied Statistics, 49:1, 2015, 156–186.

E-mail: � drabyk.tetyana@gmail.com.
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Ю. В. Козаченко1, М. Ю. Петранова2

Дiйснi стацiонарнi гаусовi процеси зi стiйкими
кореляцiйними функцiями

1 Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна.
2 Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса, Вiнниця, Україна.

У роботi знайдено розподiл супремуму дiйсного гауссового ви-
падкового процесу зi стiйкими коварiацiйними функцiями. Описана
поведiнка дiйсного гауссового стацiонарного процесу зi стiйкими ко-
варiацiйними функцiями Xα(t) при прямуваннi t до нескiнченностi.
Також знайдено розподiл норми в просторi Lp(T ) дiйсного гауссо-
вого випадкового процесу зi стiйкою коварiацiйною функцiєю та
описано аналiтичнi властивостi гауссових випадкових процесiв зi
стiйкими корелляцiйними функцiями.

Означення 1. Нехай 0 < α ≤ 2. Дiйсний стацiонарний гауссiв
процес Xα = {Xα(t), t ∈ R}, такий що

EXα(t) = 0, ρα(h) := EXα(t+ h)Xα(t) = B2 exp {−d|h|α} ,

d > 0 називається дiйсним гауссовим стацiонарним процеcом зi стiй-
кою кореляцiйною функцiєю.

Теорема 1.

P

{
sup
t∈[a,b]

|X(t)| > ε

}
≤ C exp

{
−ε

2(1− θ)2

2B2

}
,

C = 21/β−1

(
(b− a)(

√
2d)2/α

θ2/α
(

1− 2β
α

)1/β + 1

)

[1] Buldygin V.V. Metric characterization of random variables and random
processes. (Transl. from the Russian) // V. V. Buldygin, Yu. V. Kozachenko. -
Translations of Mathematical Monographs. 188. Providence, RI: AMS, Ameri-
can Mathematical Society, 2000. - 257p.

[2] Kozachenko Yu., Petranova M. Proper complex random processes // Stat.,
Optim. Inf. Comput. – 2017. –v. 5. –p. 137–146.

E-mail: � 1author_yvk@univ.kiev.ua, � 2author_m.petranova@donnu.edu.ua.
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О. В. Колеснiк

Граничнi теореми для Fα-схеми рекордiв

Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний
iнститут iм. I. Сiкорського”, кафедра математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей, Київ, Україна

Нехай {Xk, k ≥ 1} — послiдовнiсть незалежних випадкових ве-
личин, α = {αk, k ≥ 1} — додатнi дiйснi числа, F — неперервна
функцiя розподiлу. Припустимо, що розподiли випадкових величин
Xk такi, що:

P (Xk < x) = Fαk(x).

Така послiдовнiсть випадкових величин називається Fα-схемою.
Для даної послiдовностi {Xk} визначимо поняття моменту n-

го рекорду L(n) та кiлькостi рекордiв µ(n) до моменту n включно.
Покладемо L(1) = 1 та

L(n) := inf{k > L(n− 1) : Xk > XL(n−1)},

µ(n) := #{k : L(k) ≤ n}.
Позначимо An := α1 + α2 + · · · + αn. Накладаючи рiзнi умови на
зростання An можна отримати асимптотичнi результати для µ(n)
та L(n). Наприклад, якщо αn = o(An), то майже напевно [2]

lim
n→∞

µ(n)

log(An)
= 1.

У данiй роботi буде розглянуто iншi умови на зростання An при
яких iснують нетривiальнi границi. Одна з таких умов:

C1n
θ < An < C2n

θ

для деяких констант C1 < C2 та θ > 0. Такий характер змiни нази-
вається ORV [1].

[1] V. V. Buldygin, K.-H. Indlekofer, O. I. Klesov, and J. G. Steinebach, Pseudo-
Regularly Varying Functions and Generalized Renewal Processes, Springer,
Berlin, 2018.

[2] P. Doukhan, O. I. Klesov, and J. G. Steinebach, Strong Laws of Large Numbers
in an Fα-Scheme, In: Mathematical Statistics and Limit Theorems, Festschrift
in Honour of Paul Deheuvel s (Eds.: M. Hallin, D.M. Mason, D. Pfeifer, J.G.
Steinebach), pp. 287–303, Springer International Publishing, Switzerland, 2015.

E-mail: � lxndr.kolesnik@gmail.com.
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С. П. Лиховид

Поверхня максимумiв спектральних щiльностей
МА(2)-процесiв

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна.

Розглянемо MA(2)-процес

εt + b1εt−1 + b2εt−2 = ξt (1)

де, {ξt, t ∈ Z} — дискретний бiлий шум, Eξt = 0, Eξ2t = σ2
ξ .

Теорема 1. Область оборотностi MA(2)-процесу (1) задано мно-
жиною:

S0 = {(b1, b2) ∈ R2 : b1 + b2 > −1, b1 − b2 < 1, b2 < 1}. (2)

Спектральна щiльнiстьMA(2)-процесу задається наступною рiв-
нiстю:

f(λ, b1, b2) =
σ2
ξ

2π
|b(eiλ)|2, λ ∈ [−π;π], (3)

де, b(z) = 1 + b1z + b2z
2,

|b(e−iλ)| = 1 + b21 + b22 + 2b1(1 + b2)cosλ+ 2b2cos2λ = B(λ, b1, b2) (4)

Умовний максимум функцiї (4), як функцiї вiд λ, за умови, що
параметри b1, b2 знаходяться у множинi (2) утворюється:

1) в областi S1 = {b1 > 0, b2 > − b1
b1+4} в точцi λ = 0,

та дорiвнює B0(0) = (1 + b1 + b2)2;
2) в областi S2 = {b1 < 0, b2 > − b1

b1−4} в точцi λ = π,
та дорiвнює B0(π) = (1− b1 + b2)2;
3) в областi S3 = {b2 < − b1

b1+4 , b2 < − b1
b1−4} в точцi λ0 =

arccos− b1(1+b1)4b2
, та дорiвнює B0(λ0) = (1− b2)2(1− b21

4b2
)2.
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Цей резльтат використовується для отримання ймовiрностi ве-
ликих вiдхилень оцiнки наменших квадратiв параметра нелiнiйної
функцiї регресiї iз випадковим шумом, який є MA(2)-процесом.

Аналогiчний результат для AR(2)-процесу отриманий в робо-
тi [1].

[1] О. В. Iванов, Н. В. Карпова Поверхня максимумiв спектральної щiльностi
AR(2)-процесiв та iї застосування в статистицi часових рядiв, Науковi
вiстi НТУУ «КПI iменi Iгоря Сiкорського», 2017, 4 (114), 39–46.

E-mail: � lsp1896@gmail.com.
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К. О. Новицький

Про зв’язок мiж двома сусiднiми простими числами

Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний
iнститут iм. I. Сiкорського”, кафедра математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей, Київ, Україна

Розглядається задача про пошук зв’язку мiж двома сусiднiми
простими числами. Це одна iз багатьох задач, пов’язаних з мно-
жиною простих чисел. Вже багато столiть математики всього свiту
створюють загальну теорiю, яка б повнiстю описувала структуру
цiєї множини. Найбiльшi досягнення в данiй областi належать К.Ф.
Гауссу, Г.Б. Рiману, Ж.-С. Адамару, П.Л. Чебишеву,Ш.Ж. Валле-
Пуссену та ще багатьом великим вченим.

В ходi проведеної роботи був отриманий наступний результат:
для довiльної пари (Pn;Pn+1) сусiднiх простих чисел завжди iсну-
ють лiнiйнi функцiї ϕ(t) та ω(t) вiд цiлого аргументу t, якi дозво-
ляють виразити Pn+1 через Pn наступним чином:

Pn+1 =
2 + Pn ∗ ϕ(t)

ω(t)
, t ∈ Z.

Отже, проаналiзувавши отриманий результат, можна стверджу-
вати, що певний зв’язок мiж сусiднiми простими числами був зна-
йдений: довiльне просте число виражається через попереднє йому
просте за допомогою двох лiнiйних функцiї. Причому права ча-
стина рiвностi залишається незмiнною при пiдстановцi будь-якого
цiлого t. Також треба зазначити, що для рiзних пар сусiднiх про-
стих чисел данi функцiї будуть мати рiзнi коефiцiєнти при t та рiзнi
вiльнi члени. Тобто для конкретної обраної пари сусiднiх простих,
зазначенi лiнiйнi функцiї будуть мати конкретнi числовi параметри.

[1] Д.А. Граве, Елементарний курс теорiї чисел: Вид.2-е.— Мо-
сква:URSS,cop.2017.—240с.

[2] И. Г. Башмакова, Диофант и диофантовы уравнения. М.: Наука, 1972. 68 с.
[3] Виноградов И. М. Основы теории чисел: Учебное пособие. — 12-е изд. —

СПб.: Лань, 2009.
[4] Гильфорд, А.О. Решение уравнений в целых числах / А.О. Гильфорд. – М.:

Наука, 1983. – 64 с.

E-mail: � kirill123novitskiy@gmail.com.
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O. O. Prykhodko

The limit behaviour of random walks with a sticky point

National Technical University of Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic
Institute”.

Let S̃(n) be a random walk which is driven as a symmetric random
walk everywhere except for the point 0. Upon hitting 0 the random
walk is arrested there for a random amount of time ηi ≥ 0 (i.i.d.); and
then continues its way as usual. We study the limit behaviour of this
process scaled as in the Donsker theorem. In case of Eηi < ∞, the
convergence towards a Wiener process is proved. We also consider a
sequence of processes whose arrest times are geometrically distributed
and grow with n. We prove that the possible limit for the last model
is one of the following: a Wiener process, a Wiener process stopped at
0 and a Wiener process with a sticky point.

E-mail: � o.prykhodko@yahoo.com.
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О. В. Сальнiкова

Процедура розтягнення лотерейної схеми iндукцiї з
умовою мiнiмiзацiї кiлькостi станiв

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

Будь-яке рiшення x ∈ X в системi рiшень спричиняє деякий
невизначений єдиний наслiдок u з множини можливих Ux ⊆ U .
Видiляють два види СПР : параметрична та непараметрична. Їм
вiдповiдають двi моделi: матрична та лотерейна.

В даних тезах розглядається процедура розтягнення лотерейної
схеми. Вiдомо, що рiзнi матричнi схеми можуть проектуватись в
одну i ту саму лотерейну. Отже було поставлене завдання описати
алгоритм, що дозволяє розтягнути лотерейну схему в вiдповiдну їй
матричну з умовою мiнiмальної кiлькостi параметрiв.

Для довiльної схеми
M̃ = 〈X = {x1, x2, . . . , xn}, U = {u1, . . . , um}, R, {Px1 , Px2 , . . . , Pxn}〉
при загальноприйнятому алгоритму розтягнення отримаємо схему
з m×n кiлькiстю параметрiв. Запропонований алгоритм базується
на тому, щоб розбити множину R на несумiснi пiдмножини з однако-
вою сумою елементiв, i в межах даних пiдмножин застосувати алго-
ритм побудови шляхiв, що був розроблений мною пiд час написання
курсової роботи на цю тему. В межах однiєї пiдмножини кiлькiсть
шляхiв буде n+m−1. Саме така iдея виникла пiсля розгляду задачi
з двома рiшеннями, та представлення її у виглядi транспортної за-
дачi. Оскiльки у виродженому опорному планi транспортної задачi
ненульових елементiв менше нiж n+m−1, то постало як в нашому
випадку досягти даної виродженостi. I вiдповiдь виявилась доволi
очевидною, треба розбити ,якщо можливо, дану задачу на закритi
пiдзадачi. Тодi в кожнiй окремiй пiдзадачi ми отримаємо n′+m′−1
елементiв. I для зведеної задачi кiлькiсть елементiв буде сумою еле-
ментiв в пiдзадачах, що в свою чергу дорiвнює

∑k
i=1 n

′+m′− 1, де
k - це кiлькiсть пiдзадач,

∑
n′ = n,

∑
m′ = m, тож отримаємо

n+m− k елементiв.
Також даний алгоритм можна використовувати в рiзних при-

кладних задачах пов’язаних з необхiднiстю органiзацiї мiнiмальної
кiлькостi сполучень. Таких задачi як, наприклад, побудова водяних
шлюзiв мiстом, з’єднання електростанцiй та багато iнших.

E-mail: � salnikova.olia@gmail.com.
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Є. I. Стрелець

Умова нескiнченої малостi для випадкових величин з
трикутника Паскаля

Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний
iнститут iм. I. Сiкорського”, кафедра математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей, Київ, Україна

Розглянемо трикутник Паскаля, який утворюється за таким пра-
вилом: на його бiчних лiнiях розташовано незалежнi у сукупностi
випадковi величини Радемахера Xn,0 та Xn,n, n ≥ 1, тобто

Xn,0 ∼ Xn,n ∼
(
−1 1
1
2

1
2

)
,

а правило утворення iнших значень {Xn,j , 0 < j < n} є класичним:

Xn,j = Xn−1,j−1 +Xn−1,j+1.

Позначимо через Sn суму елементiв, якi розташовано на рядках з
номерами вiд 1 до n.

Твердження 1.

Sn = Xn,1 +Xn,n+Xn−1,1 +Xn−1,n−1 +

n−2∑
k=2

2k−1(Xn−k,1 +Xn−k,n−k)

Задача полягає у вивченнi граничних властивостей сум Sn, на-
приклад, визначити граничний розподiл при n→∞. Класичну те-
орiю граничних розподiлiв розвинуто у припущеннi, що випадковi
величини, якi утворюють суми Sn, є нескiнченно малими [1].

Твердження 2. Позначимо Yn,k = 2k−1(Xn−k,1 +Xn−k,n−k). Тодi
умова нескiнченої малостi не виконується для серiї випадкових
величин {Yn,k}.

[1] Б. В. Гнеденко, А. Н. Колмогоров “Предельные распределения для сумм
независимых случайных величин ”, М.-Л.: Государственное издательство
технико-теоретической литературы, 1949. — 264 с.

E-mail: � evgeniastrelets@gmail.com.
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V. Shram

Divergence of multivector fields. Case of infinite dimension

Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute, Kyiv, Ukraine

LetM be a smooth orientable manifold of dimension n, and let the
sets of (smooth) k-vector fields and (smooth) k-differential forms onM
be denoted by Xk(M) and Ωk(M), respectively.

A choice of nowhere-vanishing volume form ω ∈ Ωn(M) gives rise
to a divergence operator div : Xk(M)→ Xk−1(M), defined as a Hodge
dual to the exterior derivative. Namely, div := (−1)n(k+1)+1H ′ω◦d ◦Hω,
so that the diagram

Ωn−k(M)
d // Ωn−k+1(M)

H′
ω

��

Xk(M)

Hω

OO

(−1)n(k+1)+1 div
// Xk−1(M)

commutes (see, for example [1]).
This construction, however, does not allow direct generalisation to

the case, when the manifold M has infinite dimension, because in this
case one does not have a notion of a volume form.

In this talk we present an alternative construction of divergence
operator on multivector fields, which is consistent with the one des-
cribed above, and viable in both finite- and infinite-dimensional cases.
We also discuss some of the properties which this operator satisfies.

[1] N. Broojerdian, E. Peyghan, A. Heydari, Differentiation along multivector fields,
Iranian Journal of Mathematical Sciences and Informatics, Vol. 6, No. 1, pp.
79–96, 2011.

E-mail: � shram.vladyslav@gmail.com.
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В. К. Юськович

Асимптотична поведiнка розв’язкiв двовимiрних
стохастичних диференцiальних рiвнянь

НТУУ «КПI iм. I. Сiкорського», Київ, Україна.

Розглянемо двовимiрне стохастичне диференцiальне рiвняння

dX1(t) = a1(X1(t), X2(t))dt+ dW1(t), X1(0) = x01,

dX2(t) = a2(X1(t), X2(t))dt+ dW2(t), X2(0) = x02,

яке задовольняє умови iснування та єдиностi розв’язку. Позначимо
через R(t), Φ(t) вiдповiдно радiус i кут розв’язку у полярнiй системi
координат.

Ми розв’язуємо наступнi двi задачi.

Задача 1. Дослiдити умови, за яких майже напевно радiус розв’язку
прямує до нескiнченностi, а кут – стабiлiзується:

lim
t→∞

R(t) =∞, ∃ lim
t→∞

Φ(t) =: Φ(∞).

Задача 2. Нехай радiус розв’язку задовольняє СДР

dR(t) = µ(R(t),Φ(t))dt+ σ(R(t),Φ(t))dW̃1(t), R(0) = r0.

Розглянемо вiдповiдне звичайне диференцiальне рiвняння, у якому
вiдсутня стохастична частина та Φ(t) замiнено на Φ(∞):

dr(t) = µ(r(t),Φ(∞))dt, r(0) = r0.

Дослiдити умови, за яких майже напевно розв’язок СДР еквiвален-
тний на нескiнченностi до розв’язку вiдповiдного ЗДР:

R(t) ∼ r(t), t→∞.

E-mail: � viktyusk@gmail.com.
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2 Секцiя «Метричної теорiї чисел, геоме-
трiї, фрактального аналiзу»

Керiвник: Працьовитий Микола Вiкторович
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Ю. П. Маслова1, I. М. Лисенко2

Група неперервних перетворень вiдрiзка, якi зберiгають
хвости G2–зображення чисел

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова, Киев,
Украина.

Розглядається двоосновне зображення чисел вiдрiзка [0; g0], яке
грунтується на розкладах чисел в ряди з використанням двох основ
g0 < 1 i g1 ≡ g0 − 1, а саме:

[0; g0] 3 x = α1g1−α1
+

∞∑
k=2

(αkg1−αk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆G2
α1α2...αk...

.

Кажуть, що G2–зображення дiйсних чисел x = ∆G2
α1α2...αn... i

y = ∆G2

β1β2...βn...
мають однаковий хвiст, якщо iснують такi нату-

ральнi k i m, що αk+j = βm+j для будь–якого j ∈ N . Символiчно
це позначається x ∼ y.

Кажуть, що перетворення f вiдрiзка [0; g0] (бiєктивне вiдобра-
ження вiдрiзка на себе) зберiгає хвости G2–зображення чисел, якщо
будь–яке число x ∈ [0; g0] i y = f(x) мають однаковий хвiст.

Прикладом неперервного перетворення, що зберiгає хвости G2–
зображення чисел, є спадна функцiя

f1(x) =

τ1(x) при x ≤ x1 = ∆G2

(1) =
g0

2− g0
,

ω(x) при x ≥ x1 = ∆G2

(1) =
g0

2− g0
,

де ω(∆G2
α1α2...αn...) = ∆G2

α2α3...αn... — оператор лiвостороннього зсуву

цифр, а τ1(x) = τ1

(
∆G2

α1(x)...αn(x)...

)
= ∆G2

1α1(x)...αn(x)...
— оператор

правостороннього зсуву цифр з параметром 1.
Теорема 1. Множина C всiх неперервних бiєкцiй вiдрiзка [0; g0],
якi зберiгають хвости G2–зображення чисел, вiдносно операцiї ◦ –
”композицiя” (суперпозицiя), утворює нескiнченну некомутатив-
ну групу, нетривiальну пiдгрупу якої утворюють зростаючi фун-
кцiї.

[1] Лисенко I.М., Маслова Ю.П., Працьовитий М.В. Двоосновна система чи-
слення з рiзнознаковими основами i спецiальнi функцiї, з нею пов’язанi //
Математичнi проблеми механiки та обчислювальної математики. Збiрник
праць Iн-ту математики НАН України. — Київ: IМ НАН України, 2019., т
16, № 2. — С. 50-62.

E-mail: � 1julia0609mas@gmail.com, � 2iryna.pratsiovyta@gmail.com.
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С. П. Ратушняк1, М. В. Працьовитий2

Неперервна нiде не диференцiйовна функцiя з
фрактальними властивостями, визначена в термiнах

Q2-зображення
НПУ iменi М.П. Драгоманова, IМ НАН України, Київ, Україна.

Нехай A2 ≡ {0, 1} – алфавiт, L2 ≡ A2 × A2 × .. – простiр по-
слiдовностей елементiв алфавiту; 0 < q0 < 1, q1 ≡ 1 − q0. Як
вiдомо (Працевитый Н.В. Случайные величины с независимыми
Q2-символами // Асимптотические методы в исследовании сто-
хастических моделей. – Киев: Ин-т математики АН УССР, 1987.
— С.92–102.): для ∀ x ∈ [0; 1] iснує (αn) ∈ L2:

x = βα1(x) +

∞∑
k=2

(βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)) ≡ ∆Q2
α1α2...αn..., (1)

βαk = αkq1−αk для будь-якого k ∈ N . Ряд (1) називається Q2-
представленням числа x, а формальний запис ∆Q2

α1α2...αn... – Qs-
зображенням ряду (1) i числа x. Розглядається функцiя r, означе-
на рiвнiстю r(x = ∆Q2

α1α2...α2k...
) = ∆Q2

r1r2...rk...
, де

r1 =

{
0, якщо (α1, α2) = (0, 0),

1, якщо (α1, α2) 6= (0, 0),

rk =

{
rk−1, якщо (α2k+1, α2k+2) = (α2k−1, α2k),

1− rk−1, якщо(α2k+1, α2k+2) 6= (α2k−1, α2k).

Теорема 1. Функцiя r є неперервною нiде не монотонною функцi-
єю необмеженої варiацiї, множиною значень якої є вiдрiзок [0; 1].
Теорема 2. Кожна множина Q2-унарного рiвня функцiї r є кон-
тинуальною нiде не щiльною фрактальною множиною нульової
мiри Лебега, а Q2-бiнарного рiвня — скiнченною.
Теорема 3. Точки, якi є Q2-бiнарними або Q2-унарними точка-
ми екстремумiв є точками недиференцiйовностi функцiї r. Якщо
q0 ≥ q21 i q1 ≥ q20, то функцiя r є нiде не диференцiйовною.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних,
автомодельних та iнтегральних властивостей функцiй, зокрема, уто-
чнення теореми 2, а також розподiлу значень функцiї r при зада-
ному розподiлi аргумента.
E-mail: � 1ratush404@gmail.com, � 2prats4444@gmail.com.
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3 Секцiя «Алгебри, дискретної математи-
ки, теорiї алгоритмiв, iнформатики»

Керiвник: Олiйник Богдана Вiталiївна
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К. Болюх

Моделювання стохастичних дифузiйних процесiв та
процесiв з «ринковим» часом

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

В фiнансовiй математицi випадковiсть є домiнантним критерi-
єм, який визначає саму сутнiсть ринку. В цьому випадку стохасти-
чнiсть, як i броунiвський рух є не просто поправкою, а головним
наближенням до реального процесу. Тобто, можна сказати, що наш
свiт є не детермiнованим, а скорiше ймовiрнiсним. Звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння є лише першим наближенням до опису реаль-
них процесiв. Наступний крок – це стохастичнi рiвняння. В цiй ро-
ботi розглядатиметься математичний апарат, що дозволяє поєднати
детермiновану, гладку динамiку та стрибкоподiбнi, ломанi випадко-
вi процеси. Для симуляцiї стохастичних процесiв було використано
iтерацiйну схему [1, c.49]:

xk+1 = xk + a(xk, tk)4t+ b(xk, tk)
√

(4t)εk,

де εk кожного разу нове згенероване з нормальним розподiлом ви-
падкове число.

Далi дослiджено засоби мов програмування для генерування
випадкових чисел (рiвномiрно розподiлених, нормально розподiле-
них). Здiйснено моделювання (симуляцiю) стохастичних дифузiй-
них процесiв; розраховано похибки обчислень та прискорення збi-
жностi, схеми Ейлера та Мiлстейна. На наступному етапi було змо-
дельовано дифузiйнi процеси iз заданою функцiєю розподiлу, а саме
з оберненим гама розподiлом [3]. Заключним етапом стало моде-
лювання цiн акцiй iз новим «ринковим» часом, прирости яких є
дифузiйним процесом з оберненим гама розподiлом [4].

[1] Степанов С. С. Стохастический мир [Електронний ресурс] / Сер-
гiй Станiславович Степанов. – 2009. – Режим доступу до ресурсу:
http://synset.com/pdf/ito.pdf.

[2] Ширяєв А. М. Основи стохастичної фiнансової математики / Альберт Ми-
колайович Ширяєв. – Москва: Фазис, 2016. – 440 с.

[3] Bibby B. M. Diffusion-Type Models with given Marginal Distribution and
Autocorrelation Function : DK-1871 / Bibbly B. Martin – Frederiksberg,
Denmark. – 30 с.

[4] Щестюк Н. Ю. Справедлива цiна європейських опцiонiв для гамма-
обернених дифузiйних моделей цiноутворення акцiй : спец. УДК 519.1 /
Щестюк Н. Ю. – Київ, 2013. – 4 с.
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Н. I. Заставний

Проблема iнвестора в багатоперiоднiй моделi стосовно
торгiвлi цiнними паперами

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

Проблеми обчислення i управлiнням ризиком є особливо акту-
альними в перiод кризових явищ. Щоб збiльшити шанси прибутку
i зменшити ризик потрiбно розв’язати деяку оптимiзацiйну задачу.

В данiй роботi розглядається багатоперiодна задача iнвестора
для прийняття рiшень при iнвестуваннi у якийсь вид ризикованих
активiв.

Основна мета роботи полягає у написаннi алгоритму для задачi
прийняття рiшень в багатоперiодичнiй моделi. А також, проаналi-
зувати його, тобто провести дослiдження наскiльки ризиковим є
метод i який дає прибуток. Формальна постановка задачi для бага-
топерiодичної моделi [1]:

Нехай вкладення iнвестора в перiод t: Xt, а результат задається
як випадкова величина Yt.

Тодi формули для можливого дефiциту або прибутку:

Kt = [lt−1Kt−1 + Yt −Xt−1]+

Mt = [lt−1Kt−1 + Yt −Xt−1]−

Коефiцiєнти нарощення i дисконтування:

ut = 1 + rt lt = 1
ut

Потрiбно максимiзувати H - дохiд з урахуванням ризику:

H(X0, Y1, ..., XT−1, YT ) =

T∑
t=1

(Xt−1 − utMt) + ltKT .

Виявляється, що задача розв’язується в термiнах багатоперiо-
дного V@R.

Результати роботи iлюструються на реальних даних компанiї
Amazon.

[1] Georg Ch Pflug, Werner Römisc.
Modeling, Measuring And Managing a Risk, 2007.

E-mail: � nazarzastavnyi@gmail.com.
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N. G. Ichanska1, I. S. Klimenko2

Two-dimensional non-abelian Lie algebras of derivations

Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine.

Darboux polynomials are analogues of eigenvectors for derivations
on polynomial rings, they are widely used in differential algebra and in
theory of differential equations. Let K be a field of characteristic zero
and A = K[x1, . . . , xn] the polynomial ring in n variables. Recall that
a K-linear mapping D : A → A is called a K-derivation if D(fg) =
D(f)g+fD(g) for any f, g ∈ A. A polynomial h ∈ A is called a Darboux
polynomial for D if D(h) = λh for some polynomial λ ∈ A. There are
many papers devoted to Darboux polynomials, see for example, [1], [2].
We use such polynomials to characterize two-dimensional non-abelian
Lie algebras of derivations. Denote by W2(K) the Lie algebra of all K-
derivations on the polynomial ring K[x1, x2]. Recall that the divergence
of a derivation D = a(x1, x2) ∂

∂x1
+b(x1, x2) ∂

∂x2
is the polynomial ∂a

∂x1
+

∂b
∂x2

. There is a wide class of derivations with zero divergence, namely
jacobian derivations: if u ∈ A, then the mapping Du : A → A defined
by the rule Du(h) = detJ(u, h) where J(u, h) is the Jacobi matrix
of polynomials u and h is called the jacobian derivation induced by
the polynomial u. The next statement gives a characterization of two-
dimensional subalgebras of the Lie algebra W2(K).

Theorem 1. Let D1, D2 ∈ W2(K) satisfy the relation [D1, D2] = D2.
Then either D1 and D2 have a common Darboux polynomial or D1 =
Du is a jacobian derivation for a polynomial u and D2 has a constant
divergence.

[1] Nowicki A., Polynomial Derivations and their Rings of Constants, Torun, Uni-
wersytet Mikolaja Kopernika, 1994.

[2] Petravchuk A. P., On pairs of commuting derivations of the polynomial ring in
one or two variables, Linear Algebra and its Applications, v.433 (2010), P.574-
579.

E-mail: � 1author ichanadia235@gmail.com, � 2author ihorklim93@gmail.com.
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А. С. Ковтун1, О. I. Клесов2

Альтернативне означення чисел Фiбоначчi

Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний
iнститут iменi Iгоря Сiкорського”, кафедра математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей, Київ, Україна

Означення 1. Числа Fn, n ≥ 0, називаються числами Фiбоначчi,
якщо

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.

Серед багатьох визначних властивостей числа Фiбоначчi мають
одну, яка пов’язана з алгоритмом Евклiда знаходження остачi вiд
дiлення одного цiлого числа на iнше.

Нехай a < b, a 6= 0, два цiлих числа. Позначимо через k(a, b)
кiлькiсть крокiв, необхiдних алгоритму Евклiда, щоб визначити
остачу вiд дiлення b на a.

Означення 2. Послiдовнiсть {Fn, n ≥ 0}, F0 = 0, називається по-
слiдовнiстю Фiбоначчi, якщо для кожного n ≥ 0 пара Fn+1 i Fn+2

є найменшою з усiх пар a, b ∈ N таких, що k(a, b) = n.

Еквiвалентнiсть означень 1 та 2 випливає з наступного резуль-
тату.

Твердження 1. Нехай n ≥ 0. Тодi найменшою парою чисел a i b,
для яких k(a, b) = n є Fn+1 i Fn+2, де Fn+1 i Fn+2 — два послiдовних
числа Фiбоначчi згiдно означення 1.

E-mail: � 10nkovtun0@gmail.com, � 2klesov@matan.kpi.ua.
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V. V. Marchenko1, G. V. Kriukova2

Speech enhancement with deep learning

National University of Kyiv-Mohyla Academy, Kyiv, Ukraine

Various video and Voice Over IP (VoIP) applications are widely
used nowadays, and due to background noise, hardware or software
issues, audio degradation may occur. We aim to estimate and improve
quality of audio records. Now we focus on offline algorithm, when the
record is given as wav-file, whereas development of online algorithm or
adaptation of offline algorithm to online case is in our further plans.

In the talk we consider the process of denoising for speech signals
using deep networks architecture. Given input audio record containing
speech corrupted by an additive background signal, the system aims to
produce a processed signal that contains only the speech content.

We solve the problem by means of a fully-convolutional context ag-
gregation network using a deep feature loss [1]. That loss is based on
comparing the internal feature activations in a different network, trai-
ned for acoustic environment detection and domestic audio tagging.
We compare the performance with another recent deep learning appro-
ach [2].

Assessment of audio quality is another problem, as “speech quality”
is rather subjective concept. One widely used metric for audio quality
is the Mean Opinion Score (MOS), i.e. the arithmetical mean of indivi-
dual ratings given by different users. Using the TCD-VoIP dataset [3],
the regression model is built for estimation of MOS for audio record
in .wav format.

[1] Germain, F.G., Chen, Q., Koltun, V. (2019) Speech Denoising with Deep Feature
Losses. Proc. Interspeech 2019, 2723-2727, DOI: 10.21437/Interspeech.2019-
1924.

[2] Michelashvili, M., Wolf, L. (2019) Audio Denoising with Deep Network Priors.
arXiv preprint arXiv:1904.07612.

[3] N. Harte, E.Gillen, A. Hines. (2015) TCD-VoIP, a Research Database of Degra-
ded Speech for Assessing Quality in VoIP Applications. In Quality of Multime-
dia Experience (QoMEX), Seventh International Workshop on, Costa Navarino,
Greece. http://www.mee.tcd.ie/ sigmedia/Resources/TCD-VoIP.
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В. О. Петрук

Число форсування в нуль для родини графiв шестерня

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

Означення 1. Числом форсування в нуль Z(G) графа G є мiнi-
мальна потужнiсть множини чорних вершин S (всi iншi вершини
графа визначають бiлими), необхiдних, аби перетворити усi верши-
ни графа V (G) на чорнi за скiнченну кiлькiсть крокiв iз застосу-
ванням «правила змiни кольору»: бiла вершина перетворюється на
чорну за умови, якщо вона є єдиним бiлим сусiдом чорної вершини.

Граф-шестерня (або Gear Graph) — це
граф, що мiстить цикл порядку 2n, кожна
друга вершина якого з’єднана iз ще однiєю в
центрi.

Граф-шестерню позначають W2,n. Вiн
має 2n+ 1 вершину i 3n ребер.

Теорема 1. Для графа-шестернi

Z(W2,n) = 3.

[1] Linda EROH, Cong X. KANG and Eunjeong YI. A Comparison between the
Metric Dimension and Zero Forcing Number of Trees and Unicyclic Graphs //
Acta Mathematica Sinica, English Series Jun., 2017, Vol. 33, No. 6, pp. 731–747.

[2] Avi Bermana, ShmuelFriedland, LeslieHogben, Uriel G.Rothblum, BryanShader.
An upper bound for the minimum rank of a graph // Linear Algebra and its
Applications Volume 429, Issue 7, 1 October 2008, Pages 1629-1638.
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Б. С. Пономарчук

Метрична розмiрнiсть прямого добутку метричних
просторiв

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

Нехай (X, d) — метричний простiр. Кажуть, що непорожня пiд-
множина A множини X роздiляє точки простору (X, d) якщо для
довiльних рiзних точок x i y простору X iснує така точка a ∈ A,
що виконується нерiвнiсть d(x, a) 6= d(y, a). Точки цiє пiдножини A
називаються роздiляючими. Метричною розмiрнiстю md(X) ме-
тричного простору (X, d) називають потужнiсть мiнiмальної за вiд-
ношенням включення множини B з усiх роздiляючих пiдмножин
множини X, а сама така пiдмножина B називається метричним
базисом метричного простору (X, d) (див. [1]).

Прямим добутком метричних просторiв (X, dX) та (Y, dY ) на-
зивається метричний простiр визначений на множинi X × Y та за-
даною на нiй аступною метрикою (див. [2]):

1. d1((x1, y1), (x2, y2)) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2).

Теорема 1. Нехай X — деякий метричний простiр, всi значення
метрики в якому попарно рiзнi, а Y — скiнченний еквiдистантний
метричний простiр, |Y | = m ≥ 4. Тодi для метричного простору
(X × Y, d1) виконується рiвнiсть

md(X × Y, d1) = md(Y ) = m− 1.

Теорема 2. Якщо (X, dX) та (Y, dY ) — еквiдистантнi метричнi
простори, то метрична розмiрнiсть прямого добутку цих про-
сторiв дорiвнює

md(X × Y, d1) = md(X) +md(Y ).

[1] Heydarpour M., Maghsoudi S. The metric dimension of geometric spaces //
Topology and its Applications, 2014, 178, P.230–235.

[2] Searcoid M. Metric Spaces // Springer Undergraduate Mathematics Series,
London, 2007.
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А. О. Санжаровська

Автоматичне планування КПП

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

Розглянемо модель, основними сутностями якої є:
• актор (з атрибутами iдентифiкатор, прiзвище, iм’я, по-батьковi,

професiоналiзм, телефон 1, телефон 2, e-mail);
• персонаж (з атрибутами iдентифiкатор, назва, тип ролi, стать);
• сцена (з атрибутами iдентифiкатор, серiя, номер, сценарний

день, режим, запланований хронометраж, короткий змiст сце-
ни, час зйомки);

• об’єкт (з атрибутами iдентифiкатор, назва, тип, декорацiя, ко-
ментар);

• мiсце (з атрибутами iдентифiкатор, назва, мiсто, адреса).
Сутностi логiчно пов’язанi наступним чином: актор грає пер-

сонажа, персонаж задiяний у сценi, сцена вiдбувається на об’єктi,
об’єкт розташований на мiсцi.

Розглядається задача оптимального формування календарно-
постановного плану зйомок фiльму або серiалу. Нехай дано дiа-
пазон дат, протягом якого вiдбуватимуться зйомки. Необхiдно роз-
подiлити всi сцени мiж датами таким чином, щоб:
• сцена знiмалася в той день, коли актори, що грають персона-

жiв, задiяних у сценi, вiльнi;
• сцена знiмалася в той день, коли мiсце, де розташований об’єкт,

на якому вiдбувається сцена, доступне;
• загальна тривалiсть знiмальної змiни не перевищувала 12 го-

дин;
• було враховано технiчнi перерви (обiд, перестановки, пере-

їзди, репетицiї тощо);
• пiдряд було зайнято не бiльше шести днiв.
Початковий розв’язок даної задачi формується шляхом групу-

вання сцен за об’єктами та розподiлення по дням з урахуванням
тривалостi знiмальної змiни. Далi задачу можна розв’язати за до-
помогою мета-алгоритму, що мiстить елементи генетичного алго-
ритму та алгоритму розв’язання транспортної задачi.

E-mail: � aastasuhan@gmail.com.
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Про деякi методи знаходження проекцiї вектора
на лiнiйний пiдпростiр

Нацiональний технiчний унiверситет «Київський полiтехнiчний
iнститут iменi Iгоря Сiкорського», Київ, Україна.

Нехай (n − 1)-вимiрний пiдпростiр Ψ породжується системою з
n−1 векторiв e1, e2, . . . , en−1 у евклiдовому просторi En. Дослiдимо
задачу знаходження проекцiї PrL a вектора (x, y, . . . , z) = a ∈ En на
дану лiнiйну оболонку пiдпростору Ψ паралельно даному вектору
b = (α, β, . . . , γ).

З означення лiнiйної оболонки:

∀~h ∈ Ψ: ~h = l(x1, y1, . . . , z1) +m(x2, y2, . . . , z2)

+ · · ·+ n(xn−1, yn−1, . . . , zn−1),

де числа l,m, . . . , n ∈ R, а xi, . . . , zi, i = {1, . . . , n−1} — координати
вiдповiдних базисних векторiв ei.

З iншого боку, можна знайти такий коефiцiєнт k, що

PrL a = a+ k · b = (x+ kα, y + kβ, . . . , z + kγ), k ∈ R. (1)

Оскiльки PrL a ∈ Ψ i одночасно повинна виконуватися умова (1),
то має мiсце рiвнiсть

(lx1 + · · ·+ nxn−1, ly1 + · · ·+ nyn−1, . . . , lz1 + · · ·+ nzn−1) =

= (x+ kα, . . . , z + kγ).

Маємо 
lx1 +mx2 + · · ·+ nxn−1 = x+ kα,

ly1 +my2 + · · ·+ nyn−1 = y + kβ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lz1 +mz2 + · · ·+ nzn−1 = z + kγ.

Аналiзуючи систему, очевидно, що у випадках, коли система має
безлiч розв’язкiв або не має їх зовсiм — розмiрнiсть пiдпростору
падає до n−2, що протирiчить умовi. Отже, знайшовши розв’язки,
достатньо пiдставити значення k у (1) i знайти шукану проекцiю.
Таким чином, метод знаходження проекцiї вектора на пiдпростiр
паралельно iншому вектору побудовано.

E-mail: � sangcheoneun@icloud.com.
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Оцiнювання опцiонiв на неповних ринках засобами
стохастичної оптимiзацiї

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

Пiсля досвiду фiнансового цунамi 2008 року та в умовах тепе-
рiшньої кризи контроль ризику похiдних iнструментiв на фiнансо-
вих ринках набув надзвичайно важливого значення; зокрема, на
перший план виходить дослiдження зв’язку мiж оптимальним iн-
вестуванням у деривативи (з точки зору максимiзацiї прибутку)
та управлiнням i обчисленням ризику такого iнвестування. Модель
Блека-Шоулза, яка оцiнює справедливу цiну опцiона добре працює
лише як перше наближення i в умовах мiжкризових явищ, коли
один iз її параметрiв — волатильнiсть дiйсно можна вважати кон-
стантою.

За умови криз та в умовах неповних ринкiв ми можемо запро-
понувати новий пiдхiд для оцiнювання опцiонiв, який базується на
розв’язаннi проблемi iнвестора (див. Pflug G). Розв’язком цiєї про-
блеми буде V aR(Y ) для певного рiвня α де Y — це функцiя розподi-
лу виплат для опцiона Y = (S−K)+, а α визначається через ринковi
процентнi ставки на депозит i на кредит i характеризує рiвень еко-
номiчного середовища. B роботi на реальних даних знайдено опти-
мальну (з точки зору максимiзацiї прибутку i мiнiмiзацiї ризику)
оцiнку опцiона для випадкiв, коли iнтегральний розподiл платiжної
функцiї для знаходження α квантиля знаходиться з iсторичної гi-
стограми, а також для випадку, коли розглянутi припущення, що
розподiл Y є логнормальним (модель з геометричним броунiвським
рухом) i лог розподiлом Стьюдента (модель з фрактальним актив-
ним часом).

[1] Linda EROH, Cong X. KANG and Eunjeong YI. A Comparison between the
Metric Dimension and Zero Forcing Number of Trees and Unicyclic Graphs //
Acta Mathematica Sinica, English Series Jun., 2017, Vol. 33, No. 6, pp. 731–747.

[2] Avi Bermana, ShmuelFriedland, LeslieHogben, Uriel G.Rothblum, BryanShader.
An upper bound for the minimum rank of a graph // Linear Algebra and its
Applications Volume 429, Issue 7, 1 October 2008, Pages 1629-1638.
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Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна.

Дитячi табори — мало дослiджена та вцiлому не сильно розви-
нена нiша українського бiзнесу в сферi послуг.

Основною мотивацiєю для обрання саме такої теми стало те,
що я тривалий час був волонтером таборi високої якостi, що пози-
цiонував себе як неприбуткова органiзацiя. Проте, через кризу ра-
йонного масштабу в органiзацiї почались фiнансовi проблеми, що
змусило звернутись до фандрейзингу задля пiдтримки дiяльностi
табору. Метою роботи була практична розробка фiнансової моде-
лi для цього табору, що дасть змогу належним чином скоригувати
внутрiшню роботу i спрогнозувати залучення iнвестицiй для того,
щоб повнiстю позбутися залежностi вiд фандрейзингу та зробити
проєкт прибутковим.

В ходi роботи було розглянуто декiлька варiантiв фiнансових
математичних моделей та побудовано власну модель на наступний
рiк базуючись на реальних фiнансових даних органiзацiї за минулi
роки, а також зважаючи на специфiку даного ринку.

Як i планувалось, робота вийшла бiльш дослiдницько-практичною,
нiж теоретичною. Результат роботи буде прикладним для конкре-
тного табору, проте також може надати загальну iнформацiю про
модель органiзацiї дитячого табору як прибуткового проєкту для
охочих вести дiяльнiсть в цiй мало зайнятiй нiшi сфери послуг.
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The analysis in natural science leads to spreading the ideas of chaos
theory and nonlinear dynamics to financial mathematics and creating
the new researches to consider similar models and procedures for fi-
nancial time series. Also, the irregular fluctuations in these series are
sometimes considered as an outcome from chaotic systems.[1] This can
be used, for example, to forecast the value of an investment portfo-
lio, which is the combination of different financial assets, for example,
stocks, bonds, cash. One of the ways to think about a successful port-
folio is when the chosen equities have the high expected returns and
synchronized in time for bottom moments.[2] Then the dynamics of
these financial assets can be described as oscillators connected in the
network.

In order to have the chaotic approach of modelling financial data
was considered to create the oscillator which is the combination of 1-st
order autoregression and logistic map, and not the white noise. The
logistic map described with εt+1 = λεt (1− εt) , t ≥ 0, ε ∈ (0, 1) starts
showing the chaotic behavior with λ > 3.57. The oscillator dynamics
in the network is fully explained in [3]. Considering this in our previous
research an oscillator network for the case of currency basket was built
and we described the assumption of coherence existing for the model:

lim
x→∞

|St+1
A | = lim

x→∞
|(1− 2

3
σ)[(αAS

t
A − αBStB)+

+(λεtA(1− εtA)− λεtB(1− εtB))]| −→ const
(1)

In this work, we decided to build the model for the case of an
investment portfolio, which can be considered as the combination of
financial stocks. The modified (with the logistic map) ARMA model
was built for predicting the close price of 10 companies from DowJones
Index. Then by fixing these values and changing the coupling strength,
we studied if the coherence exists between oscillators using the (1)
assumption for the networks with different types of connections - all to
all, three to all, each only with two.

35



References

[1] Mills, Terence, Markellos, Raphael. (2008). Nonlinear Times Series in Financial
Economics.

[2] G. Ganeshapillai, J. Guttag, A. W. Lo, in 30th International Conference on
Machine Learning, ICML 2013 (International Machine Learning Society (IMLS),
2013), pp. 768-776.

[3] Omelchenko I. Loss of Coherence in Dynamical Networks: Spatial Chaos and
Chimera States / I. Omelchenko, Y. Maistrenko. // American Physical Society.
- 2011. - 106. - p. 1-4.

E-mail: � 1natalyshch@gmail.com, � 2a.marchenko@ukma.edu.ua.

36



4 Секцiя «Методики навчання та iсторiї
математики »

Керiвник: Петравчук Анатолiй Петрович

37



А. О. Дяченко1, Л. А. Репета2

Дослiдження рiзних способiв доведення нерiвностi
Кошi–Буняковського

1 Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний
iнститут iм. I. Сiкорського”, кафедра математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей, Київ, Україна
2 Нацiональний технiчний унiверситет “Київський полiтехнiчний iнститут
iменi Iгоря Сiкорського”, Київ, Україна

Одна з найбiльш фундаментальних нерiвностей математики —
нерiвнiсть Кошi–Буняковського (далi НКБ), що зв’язує норму та
скалярний добуток векторiв векторного простору,

(~x, ~y)2 ≤ (~x, ~x)(~y, ~y).

Знаходить застосування в лiнiйнiй алгебрi для векторiв, в мате-
матичному аналiзi для нескiнченних рядiв i iнтегрування добуткiв
та в теорiї ймовiрностей. Традицiйно, для доведення НКБ викори-
стовують одну з аксiом скалярного добутку (λ~x − ~y, λ~x − ~y) ≥ 0.
Розкриючи дужки отримаємо формулу, що є квадратним тричле-
ном вiдносно λ:

(λ~x, λ~x) + (λ~x,−~y) + (−~y, λ~x) + (−~y,−~y) ≥ 0,

λ2(~x, ~x)− 2λ(~x, ~y) + (~y, ~y) ≥ 0.

Його знакосталiсть вимагає недодатностi дискримiнанта, що й до-
водить НКБ. Варто зауважити, що доведення має досить штучний
характер.

НКБ легко довести розглянувши вiдповiдну функцiю

f(~x) = (a1x− b1)2 + (a2x− b2)2 + · · ·+ (anx− bn)2.

Варто лише перезаписати її у виглядi квадратичної функцiї. I далi
доведення через дискримiнант аналогiчне до попереднього.

Ще одне доведення пов’зане з тотожнiстю Лагранжа:(
a21 + a22 + · · ·+ a2n

) (
b21 + b22 + · · ·+ b2n

)
− (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2

= (a1b2 − a2b1)2 + · · ·+ (an−1bn − anbn−1)2.

Для доведення достатньо розкрити дужки i звести подiбнi доданки.
Дослiдження рiзних доведень допоможе осягнути мистецтво до-

ведень, навчитися бачити оригiнальнi рiшення та шляхи розв’язку
потенцiйно складних задач.
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Системи навчального процесу — це складна органiзацiйна си-
стема освiтнiх закладiв.

У даних тезах представлено передумови до побудови ефектив-
ної моделi оцiнки освiтньої мотивацiї учнiв середньої та старшої
школи в Українi. Основна мета роботи полягає у створеннi систе-
ми, яка зможе оцiнювати ступiнь схильностi до природничих або
гуманiтарних наук та рекомендувати напрямок майбутнього фаху.

Розроблена нами власна анкета та математична модель допомо-
же неупереджено i, головне, об’єктивно оцiнити схильнiсть учнiв до
вивчення певного навчального предмета.

У дослiдженнi розглянуто застосування таких математичних
конструкцiй, як: регресiйний аналiз панельних даних з фiксовани-
ми ефектами, нечiтка логiка для нечислових даних, рекомендацiйна
система.

Узагальнений вигляд одного з рiвнянь математичної моделi:

yit = αi + β1tX1t + β2tX2t + . . .+ βktXkt + Eit

yit — оцiнка за предмет; i — номер респондента; t — рiк навчання
учня; αi — набiр зовнiшнiх, позашкiльних факторiв, що впливають
на оцiнку конкретного предмета; Xit — оцiнки за предмети, що ко-
релюють з yit.

Як результат, перспектива даного дослiдження не обмежене ли-
ше покращенням отриманої моделi: можливе використання вихi-
дного коду створеного додатка, розробка якого стало своєрiдною
дорожньою картою для майбутнiх подiбних дослiджень.

З точки зору педагогiки, наукове трактування змiсту матема-
тичної моделi та правильне використання практичних психолого-
педагогiчних методичних дасть можливiсть покращити якiсть на-
вчання. Оскiльки вибiр кожного не є наперед невiдомим фактом,
можливо змоделювати логiчний зв’язок мiж рiвнем освiти, мотива-
цiєю та остаточним вибором учня.
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