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ПОКРАЩЕННЯ ЧУТЛИВОСТI
ОНЛАЙН-ЕКСПЕРИМЕНТIВ ЧЕРЕЗ ВИКОРИСТАННЯ

ВЕКТОРНИХ ПРЕДСТАВЛЕНЬ СЛIВ

П.О. БIЛIНСЬКИЙ

Робота присвячена дослiдженню задачi редукцiї дисперсiї в контрольо-
ваних онлайн-експериментах (A/B тестах).

Модель контрольованого онлайн-експерименту застосовується велики-
ми цифровими компанiями для оптимiзацiї продукцiї та покращення до-
свiду користувача по всьому свiту [2]. Для перевiрки гiпотези про наяв-
нiсть ефекту зазвичай використовується середнiй ефект втручання 𝜏 :

𝜏 =
1

𝑛

𝑁∑︁

𝑖=1

E [𝑌𝑖(1)− 𝑌𝑖(0)] (1)

Стандартна статистична оцiнка 𝜏 в експериментi - це рiзниця середнiх
мiж контрольною та тестовою групами ∆ = 𝑌 1 − 𝑌 0. Чутливiсть експе-
рименту (здатнiсть виявляти iстинний ефект при певному рiвнi шуму)
найбiльше залежить вiд дисперсiї оцiнки, тому важливо її мiнiмiзувати.

Задача зменшення дисперсiї полягає в знаходженнi статистичної оцiн-
ки для 1, що мiнiмiзує дисперсiю в класi можливих оцiнок. Iснуючi методи
редукцiї дисперсiї включають метод контрольних варiатiв (CUPED), ме-
тод сурогатiв, метод стратифiкацiї [1][3][2]. Найбiльш ефективним та унi-
версальним є CUPED, котрий використовує оцiнку 2. Проте його застосу-
вання обмежене лише випадками, коли для спострежень в експериментi
наявна апрiорна iнформацiя, що на практицi часто не справджується.

̂︀𝑌𝑐𝑣 = 𝑌 − 𝜃𝑋 + 𝜃E [𝑋] (2)

Метою дослiдження є модифiкацiя iснуючих методiв для застосування
в задачах, де не виконується припущення про наявнiсть апрiорної iнфор-
мацiї. Використовується iнформацiя у виглядi нечiтких iндикаторiв, що,
за припущенням, мiстяться в даних текстових пошукових запитiв. Ство-
рення нечiткої стратифiкацiї спостережень на основi текстових даних дає
можливiсть отримати коварiати 𝑋, якi є оцiнкою апрiорної поведiнки ко-
ристувача.

В ходi дослiдження було розроблено методи генерацiї синтетичних на-
борiв даних та симуляцiї контрольованих онлайн-експериментiв методом
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Монте-Карло. Набори даних симулюють реальнi данi пошуку роботи в
мережi та мiстять значний рiвень шуму, що перешкоджає виявленню ко-
варiат 𝑋.

Побудовано моделi, що виявляють iнформативнi коварiати 𝑋 iз да-
них та здiйснюють редукцiю дисперсiї методом CUPED. Перший кроком
є обчислення векторних представлень слiв, що дозволяє згрупувати се-
мантично схожi запити користувачiв (модель sBERT). На основi векто-
рiв представлень визначаються кластери, якi використовуються методом
CUPED для редукцiї дисперсiї. Для випробування якостi роботи моделей
були проведенi експерименти iз застосуванням до синтетичних наборiв да-
них. В результатi найкраща модель зменшила дисперсiю на 11.4% (Таб.
1).

Модель Редукцiя дисперсiї, %

Binary indicators 11.5%
sBERT + K-Means 6.2%
sBERT + Fuzzy K-Means 6.9%

Табл. 1. Результати експериментiв

Запропонований метод не досягає високих показницiв редукцiї диспер-
сiї впорiвняннi з iснуючими методами (CUPED та метод сурогатiв досяга-
ють 50%) [3][1]. Проте вiн має застосування в бiльш широкому колу задач,
де iснують перешкоди для застосування стандартних методiв.
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Experiments by Utilizing Pre-Experiment Data // Proceedings of the Sixth ACM
International Conference on Web Search and Data Mining. — 2013. — С. 123–132.

[2] Larsen N., Stallrich J., Sengupta S., Deng A., Kohavi R., Stevens N. Statistical
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ПАPАБOЛА БЕЗПЕКИ

В.А. ВЕЛИЧКО

Математика – це не лише абстарктна наука, але й засiб моделювання
рiзноманiтних процесiв у життi людини. Математичний апарат дозволяє
iнженерам розв’язувати практичнi завдання, що перед ними постають.
Розглянемо одне з них.

Вiдомо, що траєкторiєю руху тiла в полi сил тяжiння Землi є балiсти-
чна крива. Якщо вважати це поле однорiдним, тобто таким при якому
тiло кинуте з початковою швидкiстю набагато меншою за першу космi-
чну, то в спрощеннi балiстичною кривою буде парабола.

Розглянемо рух тiла (рух снаряда), кинутого з фiксованої точки з поча-
тковою швидкiстю 𝜐0 пiд кутом 𝛼 до горизонту, нехтуючи опором повiтря.
Рiвняння траєкторiї такого тiла описується так:

𝑥 = 𝜐0𝑡 cos𝛼; 𝑦 = 𝜐0𝑡 sin𝛼− 𝑔𝑡2

2
. (1)

Нехай на площинi задано рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0 параметричної сiм’ї
кривих, де 𝜙 –параметр сiм’ї.

Означення 1. Крива l класу 𝐶1, що задається параметрично:

{︃
𝑥 = 𝑥(𝜆);

𝑦 = 𝑦(𝜆),

називається обгорткою сiм’ї кривих 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙), де функцiя 𝐹 має непе-
рервнi частиннi похiднi по всiх змiнних, коли задана функцiя 𝜙 = 𝜙(𝜆)
— «привило прикрiплення» кривих сiм’ї до кривої 𝑙, що задовольняє такi
умови: 1) 𝐹 (𝑥(𝜆), 𝑦(𝜆), 𝜙(𝜆)) ≡ 0; 2) при кожному фiксованому 𝜆0 крива
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙(𝜆0)) = 0 дотикається кривої 𝑙; 3) функцiя 𝜙 = 𝜙(𝜆) не є сталою
на жодному iнтервалi змiни 𝜆. [1]

Теорема 1. Якщо обгортка сiм’ї 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0 iснує, то її точки задо-
вольняють сиситему рiвнянь: [1]

{︃
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0;

𝐹𝜙(𝑥, 𝑦, 𝜙) = 0.
(2)

Розглянемо сiм’ю траєкторiй, що залежать вiд 𝛼 – рiвняння (1). Обгор-
тою цiєї сiм’ї є парабола, що називається параболою безпеки. Поставимо
завдання вивести її рiвняння, скориставшись Теоремою 1. Щоб виразити
рiвняння сiм’ї кривих, виключимо змiнну 𝑡 з рiвняння (1). Щодо другого
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Рис. 1. Парабола безпеки.

рiвняння системи (2), то потрiбно продиференцiювати отримане рiвнян-
ня сiм’ї кривих по змiннiй 𝛼. Отже, отримаємо систему рiвнянь такого
вигляду: {︃

𝑦 − 𝑥 tg𝛼+ 𝑔𝑥2

2𝜐2
0
(1 + tg2 𝛼)) = 0;

0− 𝑥 · 1
cos2 𝛼 + 𝑔𝑥2

2𝜐2
0
· 2 tg𝛼 · 1

cos2 𝛼 = 0.
(3)

З другого рiвняння системи (3):
𝑥

cos2 𝛼

(︂
1− 𝑔𝑥

𝜐20
· tg𝛼

)︂
= 0,

тодi 1− 𝑔𝑥
𝜐2
0
· tg𝛼 = 0, вiдповiдно 𝑡𝑔𝛼 =

𝜐2
0

𝑔𝑥 , пiдставимо цю рiвнiсть у перше
рiвняння системи (3) i отримаємо:

𝑦 =
𝑥𝜐20
𝑥𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20

(︂
1 +

𝜐40
𝑔2𝑥2

)︂
=
𝜐20
𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20
− 𝜐20

2𝑔
=
𝜐20
2𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20
,

𝑦 =
𝜐20
2𝑔

− 𝑔𝑥2

2𝜐20
. (4)

Це рiвняння параболи безпеки, зведемо його до вигляду системи, вира-
зивши 𝑥 i 𝑦 через параметр 𝑡. Нехай 𝑥 = 𝜐0𝑡, тодi рiвняння (4) набуде
вигляду: {︃

𝑥 = 𝜐0𝑡;

𝑦 =
𝜐2
0

2𝑔 − 𝑔𝑡2

2 .

Практичним застосуванням виведеного рiвняння є те, що коли лiтак
знаходиться вище параболи безпеки, а швидкiсть вильоту снаряда не пе-
ревищує 𝜐0, то лiтак невразливий.
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СИМЕТРIЙНI РОЗВ’ЯЗКИ
БЕЗДИСПЕРСIЙНОГО РIВНЯННЯ НИЖНИКА

О.О. ВIННIЧЕНКО

Для оптимального виконання лiївських редукцiй корозмiрностi один i
два необхiдно класифiкувати одно- та двовимiрнi пiдалгебри максималь-
ної алгебри лiївської iнварiантностi дослiджуваної системи диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними.

Перший крок процедури лiївської редукцiї бездисперсiйного рiвняння
Нижника

𝑢𝑡𝑥𝑦 = (𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑦)𝑥 + (𝑢𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦)𝑦 (1)

реалiзовано в [1], де обчислено, зокрема, максимальну алгебру лiївської
iнварiантностi g цього рiвняння, а також, використовуючи оригiнальну
мегаiдеальну версiю алгебраїчного методу [2], її псевдогрупу точкових
симетрiй 𝐺.

У статтi [3] виконано кожен подальший крок оптимiзованої процедури
лiївської редукцiї для рiвняння (1). У результатi побудовано широкi сiм’ї
нових iнварiантних розв’язкiв рiвняння (1) в явнiй формi в термiнах еле-
ментарних та гiпергеометричних функцiй, функцiй Ламберта, а також у
параметричнiй або неявнiй формi. Зокрема, отримано повнi перелiки 𝐺-
нееквiвалентних одно- та двовимiрних пiдалгебр алгебри g. Але для лiїв-
ської редукцiї рiвняння (1) можливо i доцiльно використати лише чотири
одновимiрнi пiдалгебри i вiсiм двовимiрних пiдалгебр iз цих перелiкiв.

Як приклад розглянемо лiївську редукцiю рiвняння (1) за двовимiрною
пiдалгеброю
⟨︀
𝜕𝑡 + 𝜆(𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦 + 3𝑢𝜕𝑢), e

(𝜆−1)𝑡
(︀
𝜕𝑥 + 𝜇𝜕𝑦 − 1

2 (𝜆− 1)(𝑥2 + 𝜇𝑦2)𝜕𝑢
)︀⟩︀
,

де 𝜆, 𝜇 — довiльнi сталi з 𝜇 ̸= 0, 1 |𝜇| 6 1 (mod 𝐺). Анзац, побудований за
цiєю пiдалгеброю, та вiдповiдне редуковане рiвняння мають вигляд

𝑢 = e3𝜆𝑡𝜙(𝜔)− 𝜆− 1

6
(𝑥3 + 𝑦3), 𝜔 := e−𝜆𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥); (2)

2(𝜇3 − 1)𝜙𝜔𝜔𝜙𝜔𝜔𝜔 − 𝜔𝜙𝜔𝜔𝜔 + (3𝜆− 2)𝜙𝜔𝜔 = 0.

Pедуковане рiвняння вдалося повнiстю проiнтегрувати для всiх значень
параметра 𝜆 в явному виглядi чи у параметричнiй формi. Нижче наведено
вiдповiднi розв’язки рiвняння (1) з точнiстю до 𝐺-еквiвалентностi.
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Для 𝜆 = 2
3 ,

1
3 ,

5
6 ,

4
3 розв’язки зображено в термiнах елементарних функ-

цiй, де 𝜀 = ±1, 𝑐1 ∈ {−1, 0, 1}:

𝑢 = − 𝜆− 1

4(𝜇3− 1)
(𝑦 − 𝜇𝑥)3 − 𝜆− 1

6
(𝑥3+ 𝑦3),

𝑢 = 𝜀𝑐1e
𝑡𝜔 ln

⃒⃒
𝜔 +

√
𝜔2+ 𝑐1

⃒⃒
−

√
𝜔2+ 𝑐1

4(𝜇3− 1)
+ e𝑡

𝜔3+ 𝜀
√︀

(𝜔2+ 𝑐1)3

12(𝜇3− 1)
+
𝑥3+ 𝑦3

9
,

𝑢 =
4𝜀

15
e

5
2 𝑡
(︀
4(𝜇3− 1)2 − e−

5
6 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)

)︀5/2
+ (𝜇3− 1)e

5
6 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)2 +

𝑥3+ 𝑦3

36
,

𝑢 =

(︀
1− 8(𝜇3− 1)e−

4
3 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)

)︀5/2

1920𝜀e−4𝑡(𝜇3− 1)4
− (𝑦 − 𝜇𝑥)3

12(𝜇3− 1)
+

e
4
3 𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)2

16(𝜇3− 1)2
− 𝑥3+ 𝑦3

18
.

При 𝜆 = 1 розв’язки побудовано в термiнах головної i побiчної дiйсних
гiлок 𝑊 -функцiї Ламберта 𝑊0(�̃�) i 𝑊−1(�̃�):

𝑢 = −(𝑦 − 𝜇𝑥)3
18𝑧2 + 15𝑧 + 4

216(𝜇3 − 1)𝑧3
, 𝑧 ∈

{︀
𝑊0(�̃�),𝑊−1(�̃�)

}︀
, �̃� := −e−𝑡(𝑦 − 𝜇𝑥)

2(𝜇3 − 1)
.

Для iнших значень 𝜆 одержано параметричне представлення розв’язкiв
через анзац (2), де

𝜙 = (𝜇3 − 1)
4(𝜇3 − 1)𝑠− 3𝜔

27𝜆(2𝜆− 1)
𝑠2 − (𝜇3 − 1)𝑠− 𝜔

3𝜆(3𝜆− 1)
𝜔𝑠, 𝜆 ̸= 0,

1

2
,
1

3
,

𝜙 =
2

27
(𝜇3 − 1)2𝑠3 − 5

9
(𝜇3 − 1)|𝑠|3/2 + 1

2
sgn(𝑠) ln |𝑠|, 𝜆 = 0,

𝜙 =
8

27
(𝜇3 − 1)2𝑠3 +

4

3
(𝜇3 − 1) ln |𝑠|+ 4

3𝑠3
, 𝜆 =

1

2
,

а 𝑠 = 𝑠(𝜔) — розв’язок трансцендентного рiвняння Ламберта.
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ КОРОТКИХ ЦИКЛIВ
ВИПАДКОВИХ ПЕРЕСТАНОВОК З ВАГАМИ ЦИКЛIВ

О.А. ГАЛГАНОВ

Вступ. Нехай 𝜎𝑛 — випадкова перестановка, що обрана з симетричної групи
𝒮𝑛 вiдповiдно до розподiлу

P(𝜎𝑛 = 𝜎) =
1

ℎ𝑛𝑛!

∞∏︁

𝑘=1

𝜃
𝐶𝑘(𝜎)
𝑘 , 𝜎 ∈ 𝒮𝑛,

де 𝜃𝑘 — невiд’ємнi дiйснi параметри, 𝐶𝑘(𝜎) — кiлькiсть циклiв довжини 𝑘 в 𝜎,
а ℎ𝑛 — стала нормування.

На X =
⋃︀∞

𝑘=1 X𝑘, де X𝑘 =
{︀
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ [0, 1]𝑘 : min{𝑥1, . . . , 𝑥𝑘} = 𝑥1

}︀
, зада-

мо послiдовнiсть точкових процесiв

Ψ𝑛 =
∞∑︁

𝑘=1

∑︁ ̸=

𝑖1,...,𝑖𝑘∈{1,...,𝑛}
𝛿(︁ 𝑖1

𝑛
,...,

𝑖𝑘
𝑛

)︁1{𝜎𝑛(𝑖1) = 𝑖2, . . . , 𝜎𝑛(𝑖𝑘) = 𝑖1} , (1)

яка несе всю iнформацiю про склад циклiв 𝜎𝑛. Тут
∑̸︀= означає, що сума бере-

ться за попарно рiзними 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {1, ..., 𝑛}, а 𝛿𝑥 є мiрою Дiрака в 𝑥.
Зокрема, Ψ𝑛(X𝑘) є кiлькiстю циклiв довжини 𝑘 в 𝜎𝑛, i вiдомо [2], що

(Ψ𝑛(X1),Ψ𝑛(X2),Ψ𝑛(X3), . . .)
𝑑→ (𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, . . .) , (2)

де 𝑌𝑘 ∼ Pois(𝜃𝑘/𝑘), в Z∞
+ в тих випадках, коли lim𝑛→∞

ℎ𝑛−1

ℎ𝑛
= 1.

Результати. В роботi пропонується значне узагальнення (2), а саме — вста-
новлено грубу збiжнiсть за розподiлом послiдовностi Ψ𝑛, визначеної (1), до то-
чкового процесу Пуассона Ψ на X з мiрою iнтенсивностi 𝜆 =

∑︀∞
𝑘=1 𝜃𝑘𝜆𝑘 (· ∩ X𝑘),

де 𝜆𝑘 — мiра Лебега на X𝑘. За допомогою теореми про неперервне вiдображення
для функцiоналiв на просторi точкових мiр отримано граничнi розподiли низки
важливих характеристик перестановок.
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АСИМПТОТИЧНА НОРМАЛЬНIСТЬ ОНК ПАРАМЕТРIВ
ЧИРПОВАНОГО СИГНАЛУ

В.В. ГЛАДУН

У доповiдi розглянуто неперервний у часi множинний чирпований си-
гнал (англ. chirp signal), що спостерiгається на фонi сильно або слаб-
ко залежного випадкового шуму та отримано властивiсть асимптотичної
нормальностi оцiнки найменших квадратiв (ОНК) невiдомих параметрiв
сигналу.

Припустимо, що спостерiгається випадковий процес

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞), де

𝑔(𝑡, 𝜃0) =
𝑁∑︁

𝑗=1

(︀
𝐴0
𝑗 cos

(︀
𝜑0𝑗 𝑡+ 𝜓0

𝑗 𝑡
2
)︀
+𝐵0

𝑗 sin
(︀
𝜑0𝑗 𝑡+ 𝜓0

𝑗 𝑡
2
)︀)︀
, (1)

𝜃0 =
(︀
𝐴0

1, 𝐵
0
1 , 𝜑

0
1, 𝜓

0
1 , ..., 𝐴

0
𝑁 , 𝐵

0
𝑁 , 𝜑

0
𝑁 , 𝜓

0
𝑁

)︀*
, (2)

(︀
𝐴0
𝑗

)︀2
+
(︀
𝐵0
𝑗

)︀2
> 0, 𝑗 = 1, 𝑁 ; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} є випадковим шумом, що

задовольняє наступним вимогам.
A1. 𝜀 – вибiрково неперервний стацiонарний гауссiвський випадковий

процес з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю 𝐵(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝜀(0),
𝑡 ∈ R, що задовольняє одну з умов:

(i) 𝐵(𝑡) = 𝐿(|𝑡|)|𝑡|−𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), де 𝐿 – неспадна повiльно змiнна на
нескiнченностi функцiя;

(ii) 𝐵(·) ∈ 𝐿1(R).
A2.
(i) Процес 𝜀, що задовольняє умову A1(i), має спектральну щiль-

нiсть 𝑓(𝜆) = ̃︀𝐿 (1/|𝜆|) |𝜆|𝛼−1, 𝜆 ∈ R, де ̃︀𝐿 – повiльно змiнна на
нескiнченностi функцiя, а також 𝑓 має четвертий спектральний
момент.

(ii) Спектральна щiльнiсть процесу 𝜀, що задовольняє умову A1(ii),
має четвертий спектральний момент.

У роботi [1] для оцiнювання параметрiв (2) ми ввели спецiальнi параме-
тричнi множини, якi залежать вiд часу спостереження 𝑇 , що дозволяють
асимптотично розрiзняти параметри нашої статистичної моделi. Припу-
стимо, що iстиннi значення амплiтуд 𝐴0

𝑗 , 𝐵
0
𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , є рiзними числами,

а iстиннi значення частот 𝜑0𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , i параметрiв 𝜓0
𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , є рiзними
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додатними числами. Розмiстимо параметри 𝜓0 =
(︀
𝜓0
1 , ..., 𝜓

0
𝑁

)︀
в порядку

зростання i припустимо, що

𝜓0 ∈ Ψ(𝜓,𝜓) =
{︀
𝜓 = (𝜓1, ..., 𝜓𝑁 ) : 0 ≤ 𝜓 < 𝜓1 < ... < 𝜓𝑁 < 𝜓 < +∞

}︀
.

В свою чергу, також введемо параметричну множину

𝜑0 ∈ Φ(𝜑, 𝜑) =
{︀
𝜑 = (𝜑1, ..., 𝜑𝑁 ) : 0 ≤ 𝜑 < 𝜑𝑗 < 𝜑 < +∞, 𝑗 = 1, 𝑁

}︀
.

Розглянемо монотонно неспадну сiм’ю вiдкритих множин Ψ𝑇 ⊂ Ψ
(︀
𝜓,𝜓

)︀
,

𝑇 > 𝑇0 > 0, що мiстить вектор 𝜓0, таку, що
⋃︀

𝑇>𝑇0

Ψ𝑇 = ̃︀Ψ, ̃︀Ψ𝑐 = Ψ𝑐
(︀
𝜓,𝜓

)︀
,

i виконується наступна вимога розрiзнення параметрiв.
B. lim

𝑇→∞
inf

1≤𝑗≤𝑁−1
𝜓∈Ψ𝑇

𝑇 2 (𝜓𝑗+1 − 𝜓𝑗) = +∞; lim
𝑇→∞

inf
𝜓∈Ψ𝑇

𝑇 2𝜓1 = +∞.

Означення. Будь-який випадковий вектор

𝜃𝑇 = (𝐴1𝑇 , 𝐵1𝑇 , 𝜑1𝑇 , 𝜓1𝑇 , ..., 𝐴𝑁𝑇 , 𝐵𝑁𝑇 , 𝜑𝑁𝑇 , 𝜓𝑁𝑇 ), (3)

що мiнiмiзує значення функцiоналу 𝑄𝑇 (𝜃) =
∫︀ 𝑇
0
[𝑋(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝜃)]

2
𝑑𝑡 на па-

раметричнiй множинi Θ𝑐𝑇 ⊂ R4𝑁 , де амплiтуди 𝐴𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , прийма-
ють будь-якi значення, а параметри 𝜑𝑗 , 𝜓𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 приймають значення
у множинi Φ𝑐(𝜑, 𝜑)×Ψ𝑐𝑇 , 𝑇 > 𝑇0 > 0, називається ОНК параметра 𝜃0.

Сформулюємо теорему про асимптотичну нормальнiсть ОНК параме-
трiв чирпованого сигналу.

Теорема. Нехай виконуються умови A1, A2 та B. Тодi нормована
ОНК (︁

𝑇
(︀
𝐴1𝑇 −𝐴0

1

)︀
, 𝑇
(︀
𝐵1𝑇 −𝐵0

1

)︀
, 𝑇 2

(︀
𝜑1𝑇 − 𝜑01

)︀
, 𝑇 3

(︀
𝜓1𝑇 − 𝜓0

1

)︀
, ...

..., 𝑇
(︀
𝐴𝑁𝑇 −𝐴0

𝑁

)︀
, 𝑇
(︀
𝐵𝑁𝑇 −𝐵0

𝑁

)︀
, 𝑇 2

(︀
𝜑𝑁𝑇 − 𝜑0𝑁

)︀
, 𝑇 3

(︀
𝜓𝑁𝑇 − 𝜓0

𝑁

)︀)︁*

є асимптотично нормальною 𝑁(0,Σ) при → ∞, де Σ є матрицею по-
рядку 4𝑁 , що задана формулами (59)-(62) у роботi [1].

Зазначимо, що коварiацiйна матриця Σ є виродженою, i 𝑟𝑎𝑛𝑘(Σ) = 2𝑁 .
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НЕШIВСЬКА РIВНОВАГА В IГРАХ З РОЗПОДIЛУ
КАПIТАЛУ

П.О. ГЛУХОВСЬКИЙ

Гра видобутку ресурсiв належить до класу динамiчних iгор. Вона реа-
лiзується покроково в дискретнi моменти часу 𝑡 = 1, 2, 3, . . .. На кожному
з цих етапiв гравцi незалежно один вiд одного, водночас приймають рi-
шення. Розглядається модель гри видобутку ресурсiв iз недослiдженого
досi класу, а саме гра iз довiльною кiлькiстю частиникiв, необмеженим
простором станiв та необмеженими функцiями корисностi грацiв, а також
законом переходу мiж станами, визначеним як стохастичний процес, що
залежить вiд спiльної iнвестицiї гравцiв.

Опис розглянутої симетричної гри видобутку ресурсiв з 𝑚 гравцями (
𝑚 ∈ N,𝑚2 ) :

(i) Кiлькiсть учасникiв є сталою протягом усiєї гри. Кожен гравець
iменується номером вiд 1 до 𝑚.

(ii) Об’єм доступного в момент часу 𝑡 ∈ 𝑇 ресурсу, доступного для вико-
ристання, називається станом гри в момент 𝑡 i позначається 𝑠𝑡. Множина
всiх можливих обсягiв ресурсу називається простором станiв i дорiвнює
𝑆 = [0;+∞).

(iii) Гравцi незалежно один вiд одного приймають рiшення на кожному
з етапiв 𝑡 ∈ 𝑇 . Простiр рiшень, доступних для кожного гравця, залежить
вiд поточного стану гри 𝑠𝑡 ∈ 𝑆 i дорiвнює 𝐴 (𝑠𝑡) = [0; 𝑠𝑡/𝑚].

(iv) Миттєвою кориснiстю кожного гравця, є неперервна зростаюча
функцiя 𝑢 : 𝑆 → [0; +∞), 𝑢(𝑥) = 𝑐 log𝑎(𝑥)

(v) Закон переходу мiж станами є стохастичним, i задається рiвнянням
стану 𝑠𝑡+1 =𝑀 (𝑠𝑡, �̄�𝑡, 𝜉𝑡), де 𝑀 - неперервна функцiя, залежна вiд стану
гри 𝑠𝑡 ∈ 𝑆 та вектору рiшень гравцiв �̄�𝑡) в момент часу 𝑡 ∈ 𝑇 , а також
вiд випадкового збурення 𝜉𝑡, причому в припущеннi моделi кожен насту-
пний стан гри є лiнiйним перетворенням залишку вiд наявного ресурсу
з мультиплiкативним випадковим збуренням, що має однаковий розподiл
на кожному кроцi гри, тобто: 𝑠𝑡+1 = 𝑦𝑡 · 𝜉𝑡, де 𝑠𝑡 ∈ [0; +∞) - значення
стану в момент 𝑡 ∈ N, 𝑦𝑡 ∈ [0; 𝑠𝑡] - спiльна iнвестицiя гравцiв на етапi 𝑡, а
𝜉𝑡 ∈ [0; +∞) є незалежною реалiзацiєю певної випадкової величини на ета-
пi 𝑡. Розглядається випадок, коли спiльна iнвестицiя визначається як кiль-
кiсть ресурсу, що залишається на поточному етапi гри пiсля видобутку
агентами обумовлених власними рiшеннями часток 𝑦𝑡 = (𝑠𝑡 −

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑎𝑡𝑖)
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(vi) Усi гравцi мають однаковий дисконтуючий множник 𝛽 ∈ (0; 1).
(vii) Загальний виграш гравця 𝑖 ∈ [𝑚] дорiвнює

∑︀
𝑡∈𝑇 𝛽

𝑡−1𝑢 (𝑎𝑡𝑖), де
𝑎𝑡𝑖 − 𝑖-та координата вектора �̄�𝑡.

Додатково у запропонованiй моделi передбачається, що 𝛽 [log𝑎(𝜉)] < 1
- природня умова для обмеження швидкостi зростання ресурсу. Завдяки
цiй додатковiй умовi, очiкуваний дисконтований виграш кожного гравця
при грi iз нескiнченним горизонтом є обов’язково збiжним, що забезпечує
коректнiсть та доцiльнiсть розгляду задачi.

Для запропонованої моделi знаходяться умови, при яких гра має Iде-
альну Симетричну Марковську Рiвновагу. Зокрема, для її наявностi по-
трiбно, щоб 𝛽𝑐 > 1. Також показано, що вона є соцiально-оптимальною,
однак не оптимальною за Парето.

Ключовi слова: стохастичнi iгри з ненульовою сумою, видобуток ресур-
сiв, накопичення капiталу, стацiонарна рiвновага за Нешем, Марковська
iдеальна рiвновага, логарифмiчна функцiя корисностi, геометричне ви-
падкове блукання, дискретний час, дисконтований виграш, кооперативна
теорiя iгор.
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КРАЙОВИЙ ЕФЕКТ ДЛЯ МОДИФIКОВАНИХ ОЦIНОК
НАДАРАЯ — ВАТСОНА ЗА СПОСТРЕРЕЖЕННЯМИ З

СУМIШI

Д.Д. ГОРБУНОВ, Р.Є. МАЙБОРОДА

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концентрацiями, в якiй кожен
об’єкт 𝑂𝑗 вибiрки 𝑂1, . . . , 𝑂𝑛 належить до однiєї з 𝑀 популяцiй (компо-
нент сумiшi). Справжнiй номер компоненти сумiшi 𝜅𝑗 , якiй належить 𝑂𝑗 ,
не спостерiгається, проте вiдомим є розподiл 𝜅𝑗 :

P{𝜅𝑗 = 𝑘} = 𝑝𝑘𝑗 ,

де iмовiрностi {𝑝𝑘𝑗 } називають концентрацiями.
Для 𝑂𝑗 спостерiгаються двi характеристики 𝑋𝑗 та 𝑌𝑗 , залежнiсть мiж

якими задана у непараметричнiй формi

𝑌𝑗 = 𝑔(𝜅𝑗)(𝑋𝑗) + 𝜀𝑗 ,

де 𝑔(𝑘) є невiдомою функцiєю регресiї 𝑘-ої компоненти сумiшi, 𝜀𝑗 є випад-
ковою помилкою, розподiл якої може бути рiзним для рiзних компонент
сумiшi.

Для оцiнювання 𝑔(𝑘)(𝑥0) використаємо узагальнену оцiнку Надарая-
Ватсона з [1]:

𝑔(𝑘)𝑛 (𝑥0) =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎

𝑘
𝑗𝐾((𝑥0 −𝑋𝑗)/ℎ)𝑌𝑗∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎
𝑘
𝑗𝐾((𝑥0 −𝑋𝑗)/ℎ)

, (1)

де функцiя 𝐾(𝑥) називається ядром, а ℎ > 0 – параметром згладжува-
ння. Мiнiмакснi коефiцiєнти {𝑎𝑘𝑗 } обчислюються на основi концентрацiй
{𝑝𝑘𝑗 }, див. п. 2.1 у [2]. У [1] показано, що коли 𝑥0 є точкою непреревностi
щiльностi розподiлу 𝑋𝑗 , оптимальним вибором параметра згладжування
є ℎ ∼ 𝐶𝑛−1/5, причому 𝑔(𝑘)𝑛 (𝑥0) − 𝑔(𝑘)(𝑥0) ∼ 𝜁𝑛−2/5, де 𝜁 — невироджена
гауссова випадкова величина.

У доповiдi ми розглянемо випадок, коли оцiнювання проводиться в то-
чцi розриву щiльностi 𝑋𝑗 . У цьому випадку, внаслiдок крайового ефекту,
оптимальним є вибiр ℎ ∼ 𝐶𝑛−1/3 i найкраща швидкiсть збiжностi, яку
може мати оцiнка, є 𝑔(𝑘)𝑛 (𝑥0)− 𝑔(𝑘)(𝑥0) ∼ 𝜁𝑛−1/3.
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КОНСИСТЕНТНIСТЬ ПЕРIОДОГРАМНИХ ОЦIНОК У
ПОЛЬОВIЙ ТРИГОНОМЕТРИЧНIЙ МОДЕЛI РЕГРЕСIЇ

О.В. ДИКИЙ, О.В. IВАНОВ

Позначимо ⟨𝜙, 𝑡⟩ =
𝑀∑︀
𝑙=1

𝜙𝑙𝑡𝑙, ‖𝑡‖ =
√︀

⟨𝑡, 𝑡⟩ для векторiв 𝜙 = (𝜙1, ..., 𝜙𝑀 ),

𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑀 ) , 𝑀 ≥ 3. Розглянемо модель спостережень

𝑋(𝑡) = 𝐴0 cos
(︀
⟨𝜙0, 𝑡⟩

)︀
+ 𝜀 (𝑡) , 𝑡 ∈ [0,∞]𝑀 ,

де 𝐴0 > 0, 𝜙0 ∈ ∏︀𝑀
𝑙=1

(︁
𝜙
𝑖
, 𝜙𝑖

)︁
= Φ𝑀 , 0 < 𝜙

𝑖
, 𝜙𝑖 < +∞, 𝑖 = 1,𝑀 . Припу-

скаємо, що 𝜙0
𝑖 , 𝑖 = 1,𝑀 - рiзнi числа, а випадковий шум 𝜀 задовольняє

наступну умову.
N. 𝜀 = 𝜀 (𝑡) , 𝑡 ∈ R𝑀 , — вибiрково неперервне однорiдне гауссiвське по-

ле з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю 𝐵 (𝑡) = E𝜀 (𝑡) 𝜀 (0) , 𝑡 ∈
R𝑀 , причому виконується одне з припущень:

(i) Поле 𝜀 є iзотропним та 𝐵 (𝑡) = ̃︀𝐵 (‖𝑡‖) = 𝐿 (‖𝑡‖) /‖𝑡‖𝛼,
𝛼 ∈ (0,𝑀−

[︀
𝑀
2

]︀
), з неспадною повiльно змiнною на нескiнченностi

функцiєю 𝐿;
(ii) 𝐵 (·) ∈ 𝐿1

(︀
R𝑀

)︀
.

Означення 1. Перiодограмною оцiнкою параметра 𝜙0 будемо називати
такий випадковий вектор 𝜙𝑇 ∈ Φ𝐶𝑀 , для якого

𝑄𝑇 (𝜙𝑇 ) = max
𝜙∈Φ𝐶

𝑀

𝑄𝑇 (𝜙) ,

𝑄𝑇 (𝜙) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
2𝑇−𝑀

∫︁

[0,𝑇 ]𝑀

𝑋 (𝑡) 𝑒𝑖⟨𝜙,𝑡⟩𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

2

.

Оцiнку амплiтуди 𝐴0 означимо за формулою 𝐴𝑇 = 𝑄
1/2
𝑇 (𝜙𝑇 ).

У роботi [1] доведено наступний посилений закон великих чисел.

Лема 1. За умови N при 𝑇 → ∞

sup
𝜙∈R𝑀

𝑇−𝑀

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

∫︁

[0,𝑇 ]𝑀

𝑒−𝑖⟨𝜙,𝑡⟩𝜀 (𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
→ 0 м.н.
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З використання цього факту ми доводимо наступнi 3 твердження, при-
чому друге випливає з першого, а третє з другого.

Теорема 1. Якщо виконано умову N, то 𝜙𝑇 → 𝜙0 м.н., 𝑇 → ∞.

Лема 2. За умови N: 𝐴𝑇 → 𝐴0 м.н., 𝑇 → ∞.

Теорема 2. За умови N: 𝑇
(︀
𝜙𝑇 − 𝜙0

)︀
→ 0 м.н., 𝑇 → ∞.

Сформульованi результати узагальнюють результати роботи [2] для ви-
падку 𝑀 = 2.

Отриманi результати можуть бути використанi в статистичному аналiзi
багатовимiрних симетричних текстурованих поверхонь.
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HYBRID RANDOM FIELDS

F.A. ZHYDOK, R.K. CHORNEI

Hybrid Random Fields [1] is a class of graphical probabilistic models and
it combines Bayesian Networks and Markov Random Fields models. Due to
certain assumptions and properties [1] of Hybrid Random Fields, it can simpli-
fy the calculation of joint distribution for a certain set of random variables
and conditional probability densities for each of the random variables.

In the scope of this project, Hybrid Random Fields is adjusted to classifi-
cation and regression tasks, which require the prediction of a certain random
variable value, and is compared to classical machine learning algorithms by
performance. As this class of models has different joint density estimation
processes [2] [3], different estimators of E[𝑌 |𝑋] were developed, as finding
solution of (1) for continuous data case can be quite complex.

E[𝑌 |𝑋 = 𝑥] =

∫︁ ∞

−∞
𝑦𝑓(𝑦|𝑋 = 𝑥) 𝑑𝑦 (1)

After the development of these estimators, they are compared with classical
machine learning approaches to these tasks such as Logistic Regression, Linear
Regression, Random Forrest, Naive Bayes, K-Nearest Neighbors and Support
Vector Machines with appropriate metrics.
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СТОХАСТИЧНI КОАЛIЦIЙНI IГРИ З ЛОКАЛЬНОЮ
СТРУКТУРОЮ ВЗАЄМОДIЇ

А.Ю. КОВАЛЕНКО

В межах даної роботи було модифiковано алгоритм Говарда [2], який
можна використовувати для пошуку оптимальних стратегiй в стохасти-
чних коалiцiйних iграх з локальною структурою взаємодiї [1] з дискре-
тними станами та дiями у гравцiв.

Також в роботi було доведено збiжнiсть вищеназваного алгоритму до
розв’язкiв задач.

Для тестування роботи алгоритму була написана програма, що при
наданнi початкових умов шукає оптимальнi стратегiї для двох коалiцiй.

В роботi розглядалися стохастичнi коалiцiйнi iгри з локальною стру-
ктурою взаємодiї. Вони мають широке застосування в моделюваннi задач
в галузях керування, економiки, бiологiї, психологiї i, особливо, у вiйсько-
вiй справi.

В подальшому можна розширити можливостi алгоритму для вирiше-
ння задач з трьома та бiльше коалiцiями та для неперервних множин
станiв та дiй.
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ВЛАСТИВОСТI ОНК ПАРАМЕТРIВ
КВАЗIЧИРПОВАНОГО СИГНАЛУ

В.В. ГЛАДУН, О.В. IВАНОВ, А.М. КРУГОЛ

У доповiдi ми розглядаємо неперервний у часi сигнал, що є сумою гар-
монiчного коливання та елементарного чирпованого сигналу (англ. chirp
signal). У англомовнiй лiтературi модель такого сигналу називають chirp-
like model (див. [1]), а ми будемо називати такий сигнал квазiчирпованим.
У доповiдi дослiджується модель квазiчирпованого сигналу, що спостерi-
гається на фонi адитивного сильно або слабко залежного випадкового
шуму. Отримано властивостi консистентностi та асимптотичної нормаль-
ностi оцiнки найменших квадратiв (ОНК) невiдомих параметрiв цього
сигналу.

Нехай спостерiгається стохастичний процес

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞), де

𝑔(𝑡, 𝜃0) = 𝐴0 cos(𝜑0𝑡) +𝐵0 sin(𝜑0𝑡) + 𝐶0 cos(𝜓0𝑡2) +𝐷0 sin(𝜓0𝑡2), (1)

𝜃0 =
(︀
𝐴0, 𝐵0, 𝜑0, 𝐶0, 𝐷0𝜓0

)︀*
, (2)

(︀
𝐴0
)︀2

+
(︀
𝐵0
)︀2

> 0,
(︀
𝐶0
)︀2

+
(︀
𝐷0
)︀2

> 0; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} є випадковим
шумом, що задовольняє наступним вимогам.

A1. 𝜀 – вибiрково неперервний стацiонарний гауссiвський випадковий
процес з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю 𝐵(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝜀(0),
𝑡 ∈ R, що задовольняє одну з умов:

(i) 𝐵(𝑡) = 𝐿(|𝑡|)|𝑡|−𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), де 𝐿 – неспадна повiльно змiнна на
нескiнченностi функцiя;

(ii) 𝐵(·) ∈ 𝐿1(R).
A2.
(i) Процес 𝜀, що задовольняє умову A1(i), має спектральну щiль-

нiсть 𝑓(𝜆) = ̃︀𝐿 (1/|𝜆|) |𝜆|𝛼−1, 𝜆 ∈ R, де ̃︀𝐿 – повiльно змiнна на
нескiнченностi функцiя, а також 𝑓 має четвертий спектральний
момент.

(ii) Спектральна щiльнiсть процесу 𝜀, що задовольняє умову A1(ii),
має четвертий спектральний момент.

Припустимо також, що iстиннi значення амплiтуд (𝐴0, 𝐵0, 𝐶0, 𝐷0) є
рiзними числами, а iстиннi значення кутової частоти та темпу частоти
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(𝜑0, 𝜑0) є рiзними додатними числами. Для деяких фiксованих чисел

0 < 𝜑 < 𝜑 < +∞, 0 < 𝜓 < 𝜓 < +∞
нехай 𝜑0 ∈ (𝜑, 𝜑), 𝜓0 ∈ (𝜓,𝜓).

Означення. Будь-який випадковий вектор

𝜃𝑇 = (𝐴𝑇 , 𝐵𝑇 , 𝜑𝑇 , 𝐶𝑇 , 𝐷𝑇 , 𝜓𝑇 ),

що мiнiмiзує значення функцiоналу 𝑄𝑇 (𝜃) = 1
𝑇

∫︀ 𝑇
0
[𝑋(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝜃)]

2
𝑑𝑡 на

параметричнiй множинi Θ𝑐𝑇 ⊂ R6, де амплiтуди (𝐴,𝐵,𝐶,𝐷), приймають
будь-якi значення, а параметри (𝜑, 𝜓) приймають значення у множинi
[𝜑, 𝜑]× [𝜓,𝜓], називається ОНК параметра 𝜃0.

Сформулюємо теорему про консистентнiсть ОНК параметрiв квазiчир-
пованого сигналу. Доведення цiєї теореми використовує схему роботи [2].
Зокрема, в данiй роботi доведено рiвномiрний закон великих чисел для
заданого випадкового процесу 𝜀, зваженого тригонометричними функцi-
ями (1), що є важливим результатом для доведення наступної теореми.

Теорема 1. Нехай виконується умова A1. Тодi ОНК 𝜃𝑇 є сильно конси-
стентною оцiнкою параметра 𝜃0 у тому сенсi, що 𝐴𝑇 → 𝐴0, 𝐵𝑇 → 𝐵0,
𝑇 (𝜑𝑇 − 𝜑0) → 0, 𝐶𝑇 → 𝐶0, 𝐷𝑇 → 𝐷0, 𝑇 2(𝜓𝑇 − 𝜓0) → 0 м.н. при 𝑇 → ∞.

Далi, спираючись на результат теореми 1, отримуємо теорему про асим-
птотичну нормальнiсть ОНК 𝜃𝑇 .

Теорема 2. Нехай виконуються умови A1 та A2. Тодi нормована ОНК
𝑇 1/2(𝐴𝑇−𝐴0), 𝑇 1/2(𝐵𝑇−𝐵0), 𝑇 3/2(𝜑𝑇−𝜑0), 𝑇 (𝐶𝑇−𝐶0), 𝑇 (𝐶𝑇−𝐶0), 𝑇 3(𝜓𝑇−
𝜓0) є асимптотично нормальною 𝑁(0,Σ) при 𝑇 → ∞, де матриця Σ є
матрицею 6 порядку, що залежить вiд параметрiв (2).

Зазначимо, що коварiацiйна матриця Σ є виродженою, i 𝑟𝑎𝑛𝑘(Σ) = 5.
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ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР’Є В АНАЛIЗI ЗБIЖНОСТI ОДНIЄЇ
ПIДСУМОВУЮЧОЇ ФУНКЦIЇ

С.О. КУХАРУК, В.М. МЕДВIДЬ

В теорiї збiжностi функцiй неперервне перетворення Фур’є вiдiграє ва-
жливу роль. Теорема Рiмана–Лебега, наприклад, дозволяє аналiзувати
поведiнку функцiй на нескiнченно вiддалених частотах. Теореми Планше-
реля та Парсеваля надають додатковi iнструменти для детального аналiзу
збiжностi функцiй в термiнах їх перетворень Фур’є.

Особливий iнтерес представляє дослiдження збiжностi перетворення
Фур’є пiдсумовуючих функцiй в класi функцiй 𝑊 1, який використовує-
ться в обробцi сигналiв. Не менш важливим, але менш дослiдженим еле-
ментом дослiдження властивостей сигналiв є неперервне перетворення
Фур’є наступного вигляду

𝐹 (𝜏) =
1

𝜋

∞∫︁

0

𝜏(𝑢) cos

(︂
𝑢𝑥+

𝛽𝜋

2

)︂
(1)

Перетворення Фур’є (1) для гармонiйної пiдсумовуючої функцiї Вейєр-
штрасса наразi є малодослiдженим. Це становить проблему, оскiльки така
функцiя може бути потужним iнструментом для аналiзу складних сигна-
лiв,розкладаючи їх на простi гармонiчнi компоненти. Дослiдження вла-
стивостей цього перетворення, зокрема його швидкостi збiжностi, має ве-
лике значення для подальшого розвитку обробки сигналiв та розумiння
природи сигналiв.
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STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR PAIRWISE

INDEPENDENT IDENTICALLY DISTRIBUTED RANDOM

VARIABLES

D.O. LOHVYNOV

Consider the case of a two-dimensional {𝑋𝑖,𝑗}𝑖,𝑗∈N sequence of pairwise
independent and identically distributed random variables and let’s investigate
the strong law of large numbers employing multi-indexed sums.

If {𝑋𝑖,𝑗}𝑖,𝑗∈N are independent, then the law of large numbers is known for
𝑎𝑛,𝑚 = 𝑛𝑚. If {𝑋𝑖,𝑗}𝑖,𝑗∈N are pairwise independent, then the law of large
numbers is proven [1, theorem 2]. We use another normalization in the law
of large numbers [2, Corollary 9.11].

Theorem 1. Assume {𝑋𝑖,𝑗}𝑖,𝑗∈N is a two-dimensional sequence of pairwise

independent identically distributed random variables, 𝑟 is a number in (1, 2].
Then one has

(︁
E|𝑋| 2𝑟 <∞

)︁
=>

(︃
lim(max)𝑛,𝑚→∞

∑︀𝑚
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1(𝑋𝑖,𝑗 − E𝑋𝑖,𝑗)

(𝑚+ 𝑛)𝑟
= 0, a.s.

)︃

The proof of this theorem combines methods from both [1] and [3]. More-
over, the statement of the theorem can be generalized in a similar fashion to
[2, Corollary 9.11] i.e. not two-dimensional sequences, but for 𝑑−dimensional
sequences.
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ЗАСТОСУВАННЯ IНТЕРПОЛЯIЙНИХ ПОЛIНОМIВ ДЛЯ
НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ РIВНЯНЬ

А.В. МАКАРЧУК, О.В. БАРАБАШ, Д.В. ШАПОВАЛОВ

Ров’язування рiвнянь виду

𝑓(𝑥) = 0 (1)

є досить поширеною задачею при дослiдженнi багатьох явищ. Однак, iнодi
бувають такi ситуацiї, коли аналiтичне вiдшукання необхiдних розв’язкiв
(1) є завдання надзвичайно складним iз-за складностi лiвої частини. В
таких ситуацiях прийнято використовувати рiзноманiтнi обчислювальнi
методи [1] типу методу дихотомiї чи методу дотичних.

Класичнi методи наближеного розв’язування рiвнянь виду (1) типу ви-
ще згаданих можуть себе показувати досить ефективно в планi точностi,
але якщо обчислення лiвої частини (1) є дуже складним, то для спрощен-
ня обчислень доцiльним є попереднє використання рiзних методiв набли-
ження, одним iз яких є iнтерполяцiя.

На даний момент одним iз цiкавих напрямкiв у наближеннi функцiй
iнтерполяцiйними полiномами є використання iнтерполяцiйних аналогiв
рiзних гармонiйних операторiв [2]. Так, наприклад, в контекстi наближен-
ня 2𝜋-перiодичної функцiї досить широко дослiджується оператор Фейєра
[3] цiєї функцiї

𝜎𝑛(𝑥) = 𝜎𝑛(𝑓, 𝑥) =
1

(𝑛+ 1)𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑡)

sin 𝑛+1
2 (𝑥− 𝑡)

sin 𝑥−𝑡
2

𝑑𝑡, (2)

а для iнтерполювання цiєї функцiї - iнтерполяцiйний аналог даного опе-
ратора

𝜎𝑛(𝑥) =
1

𝑛(𝑛+ 1)𝜋

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘)
sin 𝑛+1

2 (𝑥− 𝑥𝑘)

sin 𝑥−𝑥𝑘

2

(3)

Тому метою даної роботи є дослiдження того, наскiльки точно можна
наблизити розв’язок рiвняння (1) в промiжку

−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋,

попередньо наблизивши лiву частину за допомогою iнтерполяцiйних по-
лiномiв (3).
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Для прикладу, розглянемо рiвняння

sinh𝑥− cosh
𝑥

2
− sin

𝑥

3
cos

𝑥

4
= 0. (4)

Побудувавши графiк лiвої частини, легко побачити, що дане рiвняння має
рiвно один корiнь. В нашому випадку, корiнь належить промiжку [−𝜋;𝜋],
то замiнимо лiву частину (4) полiномом (3), де

𝑓(𝑥) = sinh𝑥− cosh
𝑥

2
− sin

𝑥

3
cos

𝑥

4
. (5)

В результатi, отримаємо наступнi результати, представленi на наступному
графiку

Знайшовши середнє значення наближеного значення при

11 ≤ 𝑛 ≤ 20,

отримаємо, що наближене значення кореня рiвне

𝑥 ≈ 1.126.
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КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

ЗI ЗАГАЛЬНОЮ СТОХАСТИЧНОЮ МIРОЮ

Б.I. МАНIКIН

Позначимо через ℬ 𝜎-алгебру пiдмножин 𝑋, де 𝑋 — довiльна множи-
на. Нехай також 𝐿0 = 𝐿0(Ω,ℱ , 𝑃 ) — множина всiх випадкових величин на
повному ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ , 𝑃 ). Тодi випадковою, або стохасти-
чною мiрою на ℬ будемо називати 𝜎-адитивне вiдображення 𝜇 : ℬ → 𝐿0.

Будемо розглядати стохастичне рiвняння вигляду
{︃
ℒ𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+ 𝜎(𝑡, 𝑥) 𝑑𝜇(𝑡) = −𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥)) , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷𝑇 ,

𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ,
(1)

де 𝐷 = (0, 𝑇 ] × 𝐵, 𝑇 > 0, 𝐵 — обмежена область у R𝑑, 𝑆𝑇 = (0, 𝑇 ] × 𝜕𝐵,
ℒ — параболiчний оператор вигляду

ℒ𝑢(𝑡, 𝑥) =
𝑑∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑑∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑐(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

− 𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
.

Вiдмiтимо, що в роботi [1] було розглянуто рiвняння теплопровiдностi,
кероване загальною випадковою мiрою, при 𝑥 ∈ R𝑑.

Розв’язок (1) шукаємо у виглядi

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁

𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 0, 𝑦)𝑢0(𝑦)𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠

∫︁

𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠, 𝑦, 𝑢(𝑠, 𝑦))𝑑𝑦+

+

∫︁

(0,𝑡]

𝑑𝜇(𝑠)

∫︁

𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝜎(𝑠, 𝑦)𝑑𝑦, (2)

де 𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦) — функцiя Грiна крайової задачi ℒ𝑢 = 0, 𝑢|(𝑡,𝑥)∈𝑆𝑇
= 0.

Було дослiджено, за яких умов на коефiцiєнти оператора ℒ, область 𝐵,
стохастичну мiру 𝜇 та функцiї 𝑢0, 𝑓 , 𝜎 розв’язок (2) iснує, є єдиним у
певному сенсi i для довiльних 𝛿 ∈ (0, 𝑇 ), 𝐵′, 𝐵′ ⊂ 𝐵 задовольняє спiввiд-
ношення

|𝑢(𝑡1, 𝑥1)− 𝑢(𝑡2, 𝑥2)| ≤ 𝐿(|𝑥1 − 𝑥2|𝛾1 + |𝑡1 − 𝑡2|𝛾2)м. н.
для всiх 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝛿, 𝑇 ], 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐵′, i деяких сталих 𝐿, 𝛾1, 𝛾2.
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Нехай тепер 𝑇 = +∞. Тодi розв’язок (1) знову можемо шукати як
розв’язок (2). При цьому предметом дослiдження стає поведiнка розв’язку (2)
при 𝑡→ ∞. Були знайденi умови на коефiцiєнти оператора ℒ, область 𝐵,
стохастичну мiру 𝜇 та функцiї 𝑢0, 𝑓 , 𝜎, за яких

sup
𝑥∈�̄�

|𝑢(𝑡, 𝑥)| → 0, 𝑡→ ∞, м. н.

У [2] подiбний результат було отримано за умови залежностi стохастичної
мiри вiд просторової змiнної.
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ЕРГОДИЧНIСТЬ ПРОЦЕСIВ ТИПУ ЛЕВI В R𝑑

Я.Г. МОКАНУ

Метою даної працi є надання достатнiх умов ергодичностi процесу типу
Левi, генератор напiвгрупи якого, визначений на тестових функцiях з
𝐶2

∞(R𝑑), має вигляд

𝐿𝑓(𝑥) = 𝑙(𝑥)∇𝑓(𝑥) +
∫︁

R𝑑∖{0}

(︀
𝑓(𝑥+ 𝑢)− 𝑓(𝑥)−∇𝑓(𝑥) · 𝑢I|𝑢|≤1

)︀
𝜈(𝑥, 𝑑𝑢),

де 𝜈(𝑥, ·) – мiра типу Левi та 𝑙 : R𝑑 → R – дрiфт.
Означеннi умови надаються в термiнах мiри типу Левi 𝜈(𝑥, ·) та можуть

бути застосованими до випадку вiдсутностi дрiфту.
Для доведення виикористовується критерiй Фостера-Ляпунова.
Доповiдь спирається на результати сумiсної працi з В.П. Кноповою.
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GENERALIZED SOLVABILITY OF PSEUDO-PARABOLIC
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

V.V. NAZARCHUK

The method of a priori inequalities in negative norms is one of the ap-
proaches used to investigate various issues in mathematical modeling, includ-
ing correctness of the initial-boundary value problem formulation, existence
of optimal control, convergence of computational methods, and more.

Using this approach, S.I. Lyashko and his colleagues obtained various re-
sults regarding optimization problems for different models described by partial
differential equations with partial derivatives [1]. Subsequently, it was found
that the method of a priori inequalities in negative norms can be effectively ap-
plied to linear integro-differential equations with Volterra-type integral terms
as well. For instance, in the work [2], the existence of optimal control for
a system described by a pseudo-parabolic integro-differential equation was
proven.

Let us assume that the evolution of the system be described by the equation
ℒ𝑢 = 𝑓 , with a linear integro-differential operator given by

ℒ𝑢 ≡ −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑗
)𝑥𝑖𝑡 + 𝑎(𝑥)𝑢𝑡 −

𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑏𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑗
)𝑥𝑖

+ 𝑏(𝑥)𝑢+

+

∫︁ 𝑡

0

𝑛∑︁

𝑖=1

(𝐾𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢𝑥𝑖(𝑥, 𝜏))𝑥𝑖𝑑𝜏.

Here, the unknown function 𝑢(𝑥, 𝑡) describes the system state in the domain
𝑄 = Ω × (0, 𝑇 ), where Ω ⊂ R𝑛 is a bounded spatial domain with smooth
boundary 𝜕Ω. The function 𝑢 satisfies homogeneous Dirichlet-type initial
and boundary conditions

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢|𝑥∈𝜕Ω = 0. (1)

It is assumed that {𝑎𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, {𝑏𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 ⊂ 𝐶1(Ω), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶(Ω), and the
integral kernels 𝐾𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜏) are continuously differentiable with respect to all
variables. Further, for all 𝑥 ∈ Ω, we suppose that the relations 𝑎𝑖𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗𝑖(𝑥),
𝑎(𝑥) ≥ 0, hold and that there exists 𝛼 > 0, such that the functions 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
satisfy the inequality

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛼

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉

2
𝑖 for all 𝜉𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 𝑛.

The domain of definition of the operator ℒ is considered to be the space
𝐶∞
𝐵𝑅, the set of infinitely differentiable functions in the domain 𝑄, satisfying
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the conditions (1). Similarly, let 𝐶∞
𝐵𝑅+ be the set of the smooth functions in

the domain 𝑄, satisfying the adjoint conditions

𝑣|𝑡=𝑇 = 0, 𝑣|𝑥∈𝜕Ω = 0. (2)

The domain of definition of the adjoint operator ℒ* is the space 𝐶∞
𝐵𝑅+ , com-

posed of smooth functions in the domain 𝑄, satisfying the conditions (2).
Let 𝑊𝐵𝑅, 𝐻𝐵𝑅 denote the completions of the space of smooth functions

𝐶∞
𝐵𝑅, satisfying (1) in the norms

‖𝑢‖
𝑊𝐵𝑅

=

(︃∫︁

𝑄

𝑢2𝑡 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢2𝑥𝑖𝑡𝑑𝑄

)︃ 1
2

, ‖𝑢‖
𝐻𝐵𝑅

=

(︃∫︁

𝑄

𝑢2 +

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢2𝑥𝑖
𝑑𝑄

)︃ 1
2

.

Similarly, let 𝑊𝐵𝑅+ , 𝐻𝐵𝑅+ be the completions of 𝐶∞
𝐵𝑅+ , satisfying (2) in

the same norms. Denote the corresponding negative spaces (with respect to
𝐿2(𝑄)) with 𝑊−

𝐵𝑅, 𝐻−
𝐵𝑅, 𝑊−

𝐵𝑅+ , 𝐻−
𝐵𝑅+ .

In the work [2], a priori inequalities in negative norms were proven for the
formulated problem. In particular, the following theorem was established:

Theorem 1. There exists constants 𝐶1 > 0, 𝐶2 > 0 such that for any func-
tion 𝑢 ∈𝑊𝐵𝑅, the inequalities ‖ℒ𝑢‖𝑊−

𝐵𝑅+
≥ 𝐶1 ‖𝑢‖𝐻𝐵𝑅

, 𝐶2 ‖𝑢‖𝑊𝐵𝑅
≥ ‖ℒ𝑢‖𝑊−

𝐵𝑅+

hold, and for any function 𝑣 ∈𝑊𝐵𝑅+ , the inequalities ‖ℒ*𝑣‖𝑊−
𝐵𝑅

≥ 𝐶1 ‖𝑣‖𝐻𝐵𝑅+
,

𝐶2 ‖𝑣‖𝑊𝐵𝑅+
≥ ‖ℒ*𝑣‖𝑊−

𝐵𝑅
hold.

Additionally, in the works [1] and [2], for all 𝑥 ∈ Ω, it was assumed that

𝑏𝑖𝑗(𝑥) = 𝑏𝑗𝑖(𝑥), (3)

𝑏(𝑥) ≥ 0, (4)
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 0. (5)

In our work, we prove the theorem 1 without requiring the fulfillment of
conditions (3)–(5). Thus, it is demonstrated that the theorems regarding
the well-possedned of the initial-boundary value problem and the existence of
optimal control from [2] remain valid under weaker assumptions.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ КРОВI У
ПОСТКОВIДНОМУ ГIГАНСЬКОМУ КАПIЛЯРI

В.В. НОВИЦЬКИЙ

1. Вступ. Актуальнiсть

На сьогоднiшнiй день математичне моделювання та дослiдження пос-
тковiдних трансформацiй в капiлярах набуло своєї актуальностi.

В данiй тезi запропоновано математичну модель руху кровi у постко-
вiдному гiгантському капiлярi. Проблематикою його утворення є наяв-
нiсть сформованого великого м’якого тромба в областi перехiдного колiн-
ця вiд артерiоли до венули.

Нашi практичнi дослiдження цього феномену за допомогою Техноло-
гiї Судинного Скринiнгу [1] наочно показали, що рух кровi в таких ка-
пiлярах є рiзко обмеженим i концентрується мiж стiнкою капiляра та
м’яким тромботичним утворенням. Така ситуацiя призводить до сповiль-
нення кровообiгу та обмiнних процесiв, що викликає порушення функцiї
капiлярного мережива.

2. Основна частина

Для математичного дослiдження такої моделi взято систему рiвнянь
Нав’є—Стокса для в’язкопружної рiдини[2]:

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑥
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑣𝑦
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

= −𝑃
𝜌
+ 𝜈

(︂
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑥
𝜕𝑦2

)︂
,

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑥
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

+ 𝑣𝑦
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑦

= −𝑃
𝜌
+ 𝜈

(︂
𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑦
𝜕𝑦2

)︂
,

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑦

= 0.

Технологiя Судинного Скринiнгу застосовувалася для збору реальних
даних про швидкiсть та напрямок руху кровi в капiлярах. При побудовi
математичної моделi було виявлено значне зниження швидкостi крово-
току, що корелює з розмiрами та розташуванням тромбiв. Розроблена
модель дозволяє прогнозувати динамiку змiн у кровотоцi залежно вiд
розмiру та властивостей тромбу.
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3. Висновки

Результати моделювання пiдтверджують гiпотезу про те, що тромби
значно модифiкують звичайний рух кровi, спричиняючи ризики для здо-
ров’я, особливо пiсля перенесеного COVID-19. Розглянута математична
модель може бути використана для розробки нових методик лiкування та
профiлактики постковiдних ускладеннь.
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АНАЛIЗ КОРПУСУ УКРАЇНСЬКОЇ МОВИ МЕТОДАМИ

МОДЕЛI ПРИХОВАНОГО ЛАНЦЮГА МАРКОВА

Є.М. ОКУНЄВ

В цьому дослiдженнi ми проаналiзували фрагмент корпусу української
мови методами, розробленими для аналiзу моделi прихованого ланцюга
Маркова, аналогiчно до дослiдження [1]. В межах моделi розвиваються
два випадковi процеси: процес Маркова, за яким ми не можемо спосте-
рiгати та який, певним чином, впливає на еволюцiю другого - спостере-
жуваного процесу. Модель прихованого ланцюга Маркова формально ви-
значається як впорядкована трiйка 𝜆 = (𝜋,𝐴,𝐵), де 𝜋- - вектор розподiлу
початкового стану прихованого процесу Маркова, 𝐴 - матриця перехiдних
ймовiрностей прихованого процесу Маркова та 𝐵 - матриця умовних ймо-
вiрностей спостережуваного процесу для рiзних станiв прихованого про-
цесу Маркова. Хоча у визначеннi про це не йшлося, для подальшої роботи
нам також знадобиться вектор iз iнформацiєю про перебiг спостережува-
ного процесу 𝑂.

Найцiкавiшим результатом теорiї моделей прихованого ланцюга Мар-
кова є алгоритм Баума-Велша. Це iтеративний алгоритм, який модифiкує
параметри моделi, щоб максимiзувати ймовiрнiсть вектору спостережень
𝑂 [2]. Якщо розглядати модель прихованого ланцюга Маркова як нейрон-
ну мережу, то застосування алгоритму Баума-Велша вiдповiдає процесу
неконтрольованого навчання нейронної мережi. Ми застосували алгоритм
Баума-Велша до частини корпусу української мови в якостi вектора спо-
стережень та роздiлили лiтери українського алфавiту на 2, 3 та 4 стати-
стично значущi групи. Також ми провели порiвняльний аналiз вiдомими
розподiлами лiтер на групи, що застосовуються в української фiлологiї:
наприклад подiл лiтер українського алфавiту на двi статистично значущi
групи в результатi дає подiл лiтер на голоснi та приголоснi.

Наведемо таблицю розподiлу лiтер на двi групи: на перетинi рядку 𝑖
та стовпця 𝑗 знаходяться наступнi ймовiрностi:

𝑃 (Спостерiгаємо лiтеру 𝑋𝑖|Лiтера належить до групи 𝑗)

Можна побачити, що бiльшiсть лiтер мають одну нульову та одну не-
нульову умовнi ймовiрностi належностi до певної групи. В дослiдженнi
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ми вважаємо, що лiтера належить до тої групи, де умовна ймовiрнiсть -
найбiльш. В результатi розподiлу лiтер на двi статистично значущi гру-
пи алгоритм Баума-Велша роздiлив лiтери на голоснi та приголоснi iз
високою точнiстю. Алгоритм зробив хибний висновок про лiтери ґ,є,ї,ь.
Достеменно не можна сказати чим викликанi цi помилки, але можна зро-
бити обмiркованi здогадки: ґ - дуже рiдкiсна лiтера i висновок стане пра-
вильним при застосуваннi бiльшої частини корпусу; є,ї - дифтонги, якi
починаються на звук [й]; ь - лiтера, яка не має власного звуку i, вiдповiд-
но, не вiдноситься до жодної з груп.

Фiлологiчнi вiдомостi для iнтерпретацiї результатiв взятi з [3] .

Табл. 1. Розподiл лiтер на двi групи

Лiтера Група 1 Група 2 Лiтера Група 1 Група 2
А 0.21239 0 Н 0 0.09203
Б 0 0.03651 О 0.20561 0
В 0 0.09022 П 0.00010 0.042601
Г 0 0.02689 Р 0 0.06599
ґ 0.00003 0 С 0.00049 0.07362
Д 0 0.05632 Т 0 0.09845
Е 0.12115 0 У 0.08790 0
Є 0 0.01750 Ф 0 0.00021
Ж 0 0.02053 Х 0 0.02239
З 0.00166 0.03692 Ц 0 0.00786
И 0.15188 0 Ч 0 0.02564
I 0.10994 0.00047 Ш 0 0.01918
Ї 0.00290 0.00603 Щ 0 0.01180
Й 0 0.02461 Ь 0.04635 0
К 0 0.07672 Ю 0.00847 0.01119
Л 0 0.07247 Я 0.05072 0.00911
М 0 0.05460
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МЕТОДИ IМПУТАЦIЇ ПРОПУЩЕНИХ ДАНИХ

I.В. РОЗОРА, С.О. ОЛАСЮК, А.О. МЕЛЬНИК

В сучасному свiтi перед нами постає багато задач, що вимагають оброб-
ки i дослiдження масивiв даних. Поширеною проблемою, яка виникає
при роботi з ними є вiдсутнiсть частини значень. Задачi обробки пропу-
щених значень присвячено багато наукових робiт, однi з найбiльш по-
пулярних методiв, якi розглянутi в данiй роботi: метод середнiх, метод
𝑘-найближчих сусiдiв, метод гарячого набору.

Найпростiшим пiдходом, очевидно, є метод середнiх, але замiна всiх
вiдсутнiх значень середнiм може викривити дисперсiю та коварiацiю. Ме-
тод 𝑘-найближчих сусiдiв, натомiсть, iндентифiкує 𝑘 найбiльш схожих
значень з масиву та заповнює порожнi значення шляхом усереднення
"сусiднiх хоча такий спосiб не пiдходить якщо вiдсутнiх значень забага-
то. Iснують декiлька варiантiв методу гарячого набору, їх суть полягає
в знаходженнi патернiв i замiни вiдсутнього значення з групи даних на
значення зi спiвставного набору, перевагою способу є збереження внутрi-
шньої структури даних.

В данiй роботi застосовано три вищеописанi пiдходи до одного набо-
ру даних, CAC 40 Index, з якого випадковим чином вилучено 5 вiдсоткiв
даних. Вiрогiднiсть видалення однакова для кожного значення масиву, з
масиву вилучаються значення з iндексами, отриманими за допомогою ге-
нератора випадкових чисел. Для роботи з даними використано програмне
середовище R.
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STRONG CONSISTENCY OF DISCRETE ESTIMATORS FOR

DRIFT PARAMETERS IN THE COX–INGERSOLL–ROSS

MODEL

O.D. PRYKHODKO, K.V. RALCHENKO

In the paper [1], a new model for analyzing interest rates, which is called
the Cox–Ingersoll–Ross process, was introduced. This model is described by
the following stochastic differential equation:

𝑟𝑡 = 𝑟0 +

∫︁ 𝑡

0

(𝑎− 𝑏𝑟𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝜎
√
𝑟𝑠 𝑑𝑊𝑠, 𝑡 ≥ 0, (1)

where 𝑟0, 𝑎, 𝑏 and 𝜎 are positive constants and 𝑊 = {𝑊𝑡, 𝑡 ≥ 0} is a Wiener
process.

The Cox–Ingersoll–Ross model is important and popular. It is used in
many areas, for example, in the pricing of interest rate derivatives and as a
model of stochastic volatility. Thus parameter estimation is significant for the
practical application of this model.

We are interested in developing theoretical estimators for parameters (𝑎, 𝑏)
when 𝜎 is known for models based on discrete observations. Additionally, we
aim to explore how estimators designed for continuous data can be adapted
for the case of discrete observations. Therefore in this study we investigate
the discrete counterparts of the strongly consistent estimators introduced in
[2, Theorem 5].

To construct the estimators, we use an equidistant partition of the interval
[0, 𝑛], 𝑛 > 0, with a step size 𝛿𝑛 = 𝑛−𝛽 , where 𝛽 > 0. Also, two additional
notations are introduced: the number of observations, denoted as 𝑚𝑛 = 𝑛𝛽+1,
and the observation moments, denoted as 𝑡𝑘 = 𝑘

𝑛𝛽 .
Our estimates for parameters 𝑎 and 𝑏 on the interval [0, 𝑛] are the following:

�̂�𝑛 =

𝜎2

2

(︂
𝑚𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛

)︂2

𝑛
𝑚𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑟2𝑡𝑘𝛿𝑛 −
(︂
𝑚𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛

)︂2 , �̂�𝑛 =

𝜎2

2 · 𝑛
𝑚𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛

𝑛
𝑚𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑟2𝑡𝑘𝛿𝑛 −
(︂
𝑚𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑟𝑡𝑘𝛿𝑛

)︂2 .

We have acquired the rate of convergence of certain stochastic integrals

and sums from estimators �̂�𝑛 and �̂�𝑛. The main results are summarized in
the following two theorems.
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Theorem 1. For 2𝑎 > 𝜎2 and 𝛽 > 0 the following convergence is true

1

𝑛

𝑚𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑟2𝑡𝑘𝛿𝑛 → 𝑎2

𝑏2
+
𝑎𝜎2

2𝑏2
a.s., as 𝑛→ ∞. (2)

Moreover, for any 𝑞 ≥ 1

E

⃒⃒
⃒⃒
⃒
1

𝑛

𝑚𝑛−1∑︁

𝑘=0

𝑟2𝑡𝑘𝛿𝑛 −
(︂
𝑎2

𝑏2
+
𝑎𝜎2

2𝑏2

)︂⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑞

≤ 𝐶𝑛−
(𝛽∧1)𝑞

2 . (3)

Theorem 2. Assume that 2𝑎 > 𝜎2. Then the following convergences hold

a.s. as 𝑛→ ∞:

�̂�𝑛 → 𝑎, �̂�𝑛 → 𝑏,

i.e. �̂�𝑛, �̂�𝑛 are strongly consistent estimators of the parameters 𝑎, 𝑏 respectively.
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ОПТИМIЗАЦIЯ РОЗРАХУНКУ СТРАХОВОЇ ПРЕМIЇ ЗА
ДОГОВОРАМИ ОСЦПВ

Е.В. СIКОЛЕНКО, О.I. ВАСИЛИК

Страхова премiя (далi � СП) складається з двох основних частин:
нетто-премiя (далi � НП) та вiдсоток навантаження (далi � ВН). НП
виражає цiну страхового ризику, в той час як навантаження мiстить в
собi прибуток страховика та витрати на ведення справи (для ОСЦПВ –
не бiльше нiж 20%). НП залежить вiд страхових сум (далi � СС) та стра-
хових виплат (далi � СВ) та розраховується на 100 грн СС за наступною
формулою [1]:

НП =

P
СВP
СС

⇤ 100 (1)

В свою чергу СП за договором обчислюється за формулою [1]:

СП =
НП

100 � ВН
(2)

Проте вiдповiдно до положення МТСБУ про перелiк, значення та по-
рядок застосування коригуючих коефiцiєнтiв пiд час укладання страхо-
виками договорiв ОСЦПВ (далi � Положення), СП розраховується як
множення базового платежу (далi � БП), що встановлюється МТСБУ, на
визначенi коефiцiєнти. Однак, Положення визначає мiнiмальнi та макси-
мальнi допустимi значення цих коефiцiєнтiв, а БП востаннє змiнювався
30 серпня 2010 року та становить 180 грн, незважаючи на те, що за цей
промiжок часу СС за договором збiльшилась втричi. Перелiчене формує
проблематику даного пiдходу.

Коригуючi коефiцiєнти впливають на СП в залежностi вiд типу транс-
портного засобу (далi � ТЗ) (Ктз), мiсця реєстрацiї ТЗ (Кмр), типу стра-
хувальника (Ктс), сфери використання ТЗ (Ксв), перiоду використан-
ня ТЗ (Кпв), показника збиткоостi страховика (Кзб), строку дiї догово-
ру страхування (Ксд), способу укладання договору (Ксуд), коефiцiєнту
бонус-малус (Кбм).

Загальна формула розрахунку СП має вигляд:

СП = БП ⇤ Ктз ⇤ Кмр ⇤ Ктс ⇤ Ксв ⇤ Кпв ⇤ Кзб ⇤ Ксд ⇤ Ксуд ⇤ Кбм

Аналiз страхових тарифiв показав, що страховики використовують ма-
ксимальнi допустимi значення всiх коефiцiєнтiв, окрiм коефiцiєнта Кзб,
за допомогою якого вiдбувається коригування тарифiв. Деякi страховики
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при цьому збiльшують допустимi значення коефiцiєнтiв Ктз, Кмр, Ктс за
рахунок коефiцiєнта Кзб. Дана полiтика страхових компанiй негативно
впливає на страховий ринок, адже така методика розрахунку не є прозо-
рою для клiєнтiв.

Враховуючи вищевказане пропонується оптимiзацiя методики розра-
хунку вiдповiдно до формули (1), при якiй показники НП для типу та
мiсця реєстрацiї ТЗ вважатимуться як БП, в той час як тип страхуваль-
ника, сфера використання ТЗ будуть коригуючими коефiцiєнтами, що
розраховуються як вiдношення значення НП до мiнiмальної НП. Викори-
стання коефiцiєнтiв перiоду та строку дiї договору пропонується залиши-
ти без змiн. Страховикам також пропонується використовувати в довiль-
ний спосiб власнi коригуючi коефiцiєнти, наприклад вiк страхувальника,
стаж водiння тощо за погодженням з регулятором.

Приведемо приклад розрахунку БП для показника мiсце реєстрацiї ТЗ:
Зона 1 2 3 4 5 6

P
СП, млн. грн 6.632 0.790 0.073 0.962 2.912 0.035

К-сть договорiв 3 160 519 58 845 3 896 16
P

СВ, млн. грн 3.215 0.360 0.041 0.424 0.568 0.023

К-сть виплат 93 12 2 19 57 1
P

СС, млн. грн 1 516 249 28 406 1 870 8

НПмр 0.21 0.14 0.15 0.10 0.03 0.30
Дана таблиця заповнюються для кожного коефiцiєнта. Таким чином

формула розрахунку загальної НП за договором матиме вигляд:

НП = (НПмр + НПтз) ⇤
НПтс

min(НПтс)
⇤ НПсв

min(НПсв)
⇤ Кпв ⇤ Ксд

Загальна СС за договором ОСЦПВ складає 480 000 грн., отже отри-
мане значення НП за 100 грн страхової суми необхiдно домножити на 4
800. Надалi необхiдно розрахувати значення СП за формулою (2). Моде-
лювання показало, що отриманi тарифи є актуальними та повторюють
загальну тенденцiю ринку, при цьому розрахунок тарифiв став прозорим
та здатним швидко адаптуватися пiд змiни на ринку страхування.
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ОПТИМАЛЬНI СТРАТЕГIЇ В ЗАДАЧАХ КЕРУВАННЯ
СТОХАСТИЧНИМИ КЛIТИННИМИ АВТОМАТАМИ

Д.Ю. СЛУЧИНСЬКИЙ

У роботi розглядаються задачi керування випадковими полями на гра-
фах [1] та їх застосування до стохастичних клiтинних автоматiв. Моделлю
є система стохастичних клiтинних автоматiв, яка являє собою скiнченний
неорiєнтований граф, де кожен автомат взаємодiє тiльки зi своїми сусi-
дами. Кожен з автоматiв перебуває в одному зi станiв та приймає вхiднi
сигнали, якi є керуванням. Ймовiрнiсть переходу мiж станами автоматiв
залежить вiд вхiдних сигналiв та станiв сусiдiв. Функцiєю втрат є сумар-
нi збитки вiд змiни стану системи та керування. Метою є знаходження
оптимального керування (стратегiї) яке мiнiмiзує середнi втрати системи
за одиницю часу. Для великих систем задача оптимiзацiї є складною або
неможливою через важкi розрахунки. Тому запропоновано використову-
вати локальнi стратегiї замiсть глобальних, щоб забезпечити зменшення
кiлькостi обчислень.

Данi теоретичнi результати були використанi для моделювання про-
цесу керування розповсюдженням лiсових пожеж [2], де територiя лiсу
розглядається як двовимiрна сiтка. Кожна клiтина на сiтцi є частиною
лiсу i має один зi станiв: Alive (живий), Fire (горить) або Burnt (згорiв).
Для керування пожежею вводиться множина рiшень для кожної клiти-
ни: Extinguish (гасити), Leave (залишити). Була реалiзована программа
на мовi програмування Python. В кожен час 𝑡 = 0, 1, 2... вона знаходить
оптимальне керування та реалiзує його. Користувач має змогу спостерi-
гати за змiною системи на графiчному iнтерфейсi.

Лiтература

[1] R. K. Chornei, H. Daduna, P. S. Knopov. Control of Spatially Structured Random
Processes and Random Fields with Applications . — Boston/Dordrecht/London: Spri-
nger, 2006. — 261 с.

[2] Almeida R. M.. Macau E. tochastic cellular automata model for wildland fire spread
dynamics //Journal of Physics: Conference Series. — 2011.

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя» , Київ, Україна
Email address: d.sluchynskyi@ukma.edu.ua

Секцiя 1. «Математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiвнянь»

45



ЗАСТОСУВАННЯ ТОЧКОВИХ ПРОЦЕСIВ У ГРАНИЧНИХ
ТЕОРЕМАХ, ПОВ’ЯЗАНИХ З УЗАГАЛЬНЕНОЮ

ЗАДАЧЕЮ ПРО ДНI НАРОДЖЕННЯ

В. В. СТАМАТIЄВА

Задача про днi народження разом зi спорiдненою задачею збирача ку-
понiв слугують класичними прикладами задач про випадковi розмiщення.
Ми пропонуємо новий пiдхiд до виведення граничних теорем для рiзних
характеристик у цiй задачi, заснований на застосуваннi «грубої» збiжно-
стi спецiально побудованих випадкових точкових мiр (див. [1], [2]).

Розглянемо послiдовнiсть об’єктiв, що надходять у дискретнi моменти
часу, або пiд час стрибкiв деякого однорiдного процесу Пуассона. Кожен
об’єкт належить до одного з 𝑛 фiксованих типiв. Тобто кожен об’єкт,
що надходить, має тип 𝑘, 𝑘 ≤ 𝑛, з iмовiрнiстю 1

𝑛 , незалежно вiд iнших
об’єктiв. Для зручностi ми можемо уявити, що повторна поява об’єкта
попереднього типу знаменує собою початок збору другої колекцiї; так
само поява будь-якого типу втретє iнiцiює збiр третьої колекцiї, тощо.

В узагальненiй задачi про днi народження розглядаються випадковi
величини, якi описують момент першої (або 𝑚-ї) появи об’єкта в другiй
(або (𝑟+1)-й) колекцiї. Зокрема, викликають iнтерес i бiльш складнi хара-
ктеристики, наприклад, iнтервали часу мiж початками рiзних колекцiй
або кiлькiсть об’єктiв у першiй колекцiї на момент, коли розпочнеться
(𝑟 + 1)-а, тощо.

Iдея запропонованого пiдходу полягає в тому, щоб розглядати моменти
надходження об’єктiв у рiзнi колекцiї як атоми випадкової точкової мiри
на R (для аналiзу конкретної колекцiї) або на об’єднаннi злiчуваної мно-
жини копiй R (для вивчення всiх колекцiй одночасно). Можна показати,
що цi точковi процеси пiсля певного центрування та нормування грубо
збiгаються до певного неоднорiдного процесу Пуассона при 𝑛 → ∞. За-
стосовуючи теорему про неперервне вiдображення, ця збiжнiсть дозволяє
нам довести граничнi теореми для ряду цiкавих характеристик у задачi.
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НЕОБХIДНА ТА ДОСТАТНЯ УМОВА ВИБУХУ ДЛЯ
НАПIВМАРКОВСЬКИХ БЛУКАНЬ НАРОДЖЕННЯ

ТА ЗАГИБЕЛI

А.Ю. ПИЛИПЕНКО, В.В. ТКАЧЕНКО

Нехай (𝑋𝑛)𝑛∈N0
— це марковський ланцюг народження та загибелi на

фазовому просторi 𝐸 = {0, 1, 2, . . . } з такими перехiдними iмовiрностями:
𝑝𝑖 = 𝑝𝑖,𝑖+1 > 0, 𝑞𝑖 = 𝑝𝑖,𝑖−1 > 0, 𝑝0 = 1, 𝑝𝑖 + 𝑞𝑖 = 1, 𝑖 ≥ 1.

0 1 2 . . .
1

𝑞1

𝑝1

𝑞2

𝑝2

𝑞3

Визначимо напiвмарковський процес (𝑋(𝑡))𝑡≥0 iз вкладеним ланцю-
гом Маркова (𝑋𝑛)𝑛∈N0

наступним чином. Нехай
{︀
𝜏 𝑖𝑛
}︀
𝑛≥0

, 𝑖 ∈ 𝐸 — це
сукупнiсть послiдовнiстей додатнiх н.о.р.в.в. Визначимо випадковi мо-
менти стрибкiв рекурентним чином: 𝑇0 = 0, 𝑇𝑛+1 = 𝑇𝑛 + 𝜏𝑋𝑛

𝑛 , 𝑛 ≥ 0,
та покладемо 𝑋(𝑡) = 𝑋𝑛 при 𝑡 ∈ [𝑇𝑛, 𝑇𝑛+1), 𝑛 ≥ 0.

Позначимо 𝜎𝐿 = inf{𝑡 ≥ 0 |𝑋(𝑡) = 𝐿} момент досягнення рiвня 𝐿.
Назвемо 𝜎 = lim

𝐿→∞
𝜎𝐿 моментом вибуху процесу 𝑋. Позначимо 𝜙𝑖(𝜆) =

Ee−𝜆𝜏
𝑖
𝑛 перетворення Лапласа часу, який𝑋 проводить у станi 𝑖 до стрибка.

Теорема 1. Мають мiсце наступнi еквiвалентностi:

(1) P{𝜎 <∞} = 1 ⇐⇒
∞∑︀
𝑚=0

𝑚∑︀
𝑖=0

(1− 𝜙𝑖(𝜆))
𝑞𝑖+1···𝑞𝑚
𝑝𝑖···𝑝𝑚 <∞;

(2) P{𝜎 = ∞} = 1 ⇐⇒
∞∑︀
𝑚=0

𝑚∑︀
𝑖=0

(1− 𝜙𝑖(𝜆))
𝑞𝑖+1···𝑞𝑚
𝑝𝑖···𝑝𝑚 = ∞.

Приклад 1. Випадок марковського процесу, тобто коли 𝜏 𝑖𝑛 ∼ Exp(𝑎𝑖),
було дослiджено у роботi [1]. Там умовою для скiнченностi моменту 𝜎

є збiжнiсть ряду
∞∑︀
𝑚=0

𝑚∑︀
𝑖=0

1
𝑎𝑖

𝑞𝑖+1···𝑞𝑚
𝑝𝑖···𝑝𝑚 , що рiвносильно умовi (1). У випадку

𝑝𝑖 = 𝑝 > 1
2 ця умова спрощується до збiжностi ряду

∞∑︀
𝑘=0

1
𝑎𝑘

.
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УЗАГАЛЬНЕННЯ ВIДОБРАЖЕННЯ СКОРОХОДА ДЛЯ
ЗАДАЧI ПРО СКЛЕЮВАННЯ ДВОХ ПРОЦЕСIВ

А.Ю. ПИЛИПЕНКО, I.П. ЧУЛАКОВ

А. Скороход в 1961 роцi у роботi [1] сформулював задачу про вiдбиття,
яка згодом виявилась ефективним методом для побудови дифузiй з вiд-
биттям. На основi цiєї задачi про вiдбиття побудоване вiдображення, яке
ставить у вiдповiднiсь функцiї розв’язок задачi Скорохода про вiдбиття
для цiєї функцiї. Це вiдображення виявилось корисним для розв’язання
рiзноманiтних задач теорiї масового обслуговування (дивiться наприклад
[2, 3, 4]). Задача Скорохода про вiдображення узагальнювалася рiзними
авторами. Зокрема, А. Пилипенко в статтi [5] поставив задачу про стриб-
коподiбне вiдбиття — i ця робота дозволила будувати броунiвський рух зi
стрибкоподiбним вiдбиттям (дивiться статтi [6, 7]). В статтi [8] А. Пили-
пенко i А. Саранцев розглянули систему з перемиканнями i в результатi
певних граничних переходiв могли отримувати у границi класичне вiдби-
ття Скорохода, вiдбиття з затримкою, абсорбуюче вiдбиття та вiдбиття зi
стрибкоподiбним виходом з межi.

Нехай 𝑓 та 𝑔 — двi неперервнi функцiї. Ми хочемо побудувати таку
динамiку, у якої прирости будуть спiвпадати з приростами 𝑓 у верхнiй
пiвплощинi i з приростами 𝑔 у нижнiй. Для цього спочатку введемо рi-
вень 𝛿 > 0 i розглянемо динамiку з перемиканнями в момент досягнення
певних рiвнiв. А саме, ми починаємо з динамiки 𝑓 в момент 𝑡 = 0 i, коли
𝑓(𝑡) потрапить в промiжок [−𝛿,−∞), ми перемикаємося з динамiки 𝑓 на
динамiку 𝑔. Потiм перемикаємося з динамiки 𝑔 на 𝑓 , коли потрапляємо в
промiжок [0,∞). Потiм знову перемкнемося на динамiку 𝑔 при досягнен-
нi рiвня [−𝛿,−∞). I так далi. Побудовану за такими правилами функцiю
будемо позначати 𝒢𝛿(𝑓, 𝑔). Наша мета — спрямувати 𝛿 до нуля i знайти
границю динамiки з перемиканнями 𝒢𝛿(𝑓, 𝑔).

Введемо позначення:

𝑚𝑓 (𝑡) := − min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑓(𝑠) ∧ 0), 𝑚𝑔(𝑡) := max
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑔(𝑠) ∨ 0).

Нехай 𝐹 (𝑡) — монотонна (не строго) функцiя. Будем називати число 𝐶
рiвнем сталостi функцi 𝐹 , якщо iснують 𝑡1 < 𝑡2 : 𝑓(𝑡1) = 𝑓(𝑡2) = 𝐶.

Теорема 1. Якщо функцiї 𝑚𝑓 (𝑡) i 𝑚𝑔(𝑡) не мають жодного спiльного
рiвня сталостi, то iснує неперервна функцiя 𝒢 така, що 𝒢𝛿(𝑓, 𝑔) −→

𝛿→0
𝒢

локально рiвномiрно. Ця функцiя 𝒢 задається формулою

𝒢(𝑡) = 𝑓(𝑇𝐹 (𝑡)) + 𝑔(𝑇𝐺(𝑡)), 𝑡 ≥ 0,
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де пара функцiй 𝑇𝐹 , 𝑇𝐺 — це єдиниий розв’язок системи функцiональних
рiвнянь {︃

𝑚𝑓 (𝑇𝐹 (𝑡)) = 𝑚𝑔(𝑇𝐺(𝑡))

𝑇𝐹 (𝑡) + 𝑇𝐺(𝑡) = 𝑡.
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АСИМПТОТИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯННЯ ЄРМАКОВА –

ПIННI

Я.О. ШЕВЧУК

Рiзноманiтнi задачi квантової механiки, ядерної фiзики, космологiї, те-
орiї коливань описуються рiвнянням Єрмакова–Пiннi

𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦 =
𝑐

𝑦3
, (1)

де 𝑝(𝑥) ∈ 𝐶(𝑎; 𝑏), 𝑐 ∈ 𝑅 – деяка стала.
Загальний розв’язок рiвняння (1) у 1880 р. знайшов В.П. Єрмаков, а у

1950 р. Е. Пiннi вказав iдентичний спосiб побудови загального розв’язку
рiвняння (1). При цьому загальний розв’язок рiвняння (1) аналiтично ви-
ражається через лiнiйно незалежнi ров’язки вiдповiдного лiнiйного одно-
рiдного рiвняння. Разом з тим фундаментальна система розв’язкiв за-
значеного рiвняння, зазвичай, невiдома i не iснує ефективних методiв її
знаходження.

У данiй роботi побудовано асимптотичний розв’язок задачi Кошi для
рiвняння (1). Отже, нехай в околi точки 𝑥0 ∈ (𝑎; 𝑏) функцiя 𝑝(𝑥) зобра-
жується асимптотичним рядом

𝑝(𝑥) =
∑︁

𝑠≥0

𝑝𝑠(𝑥− 𝑥0)
𝑠, 𝑝𝑠 ∈ 𝑅.

Розв’язок рiвняння (1), що задовольняє початковi умови

𝑦(𝑥0) = 𝑦0 ̸= 0, 𝑦′(𝑥0) = 𝑦′0, (2)

шукаємо у виглядi

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑦′0(𝑥− 𝑥0) + 𝑎2(𝑥− 𝑥0)
2 + ...+ 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)

𝑛 + ... . (3)

Формально пiдставимо ряд (3) у рiвняння (1) i зрiвняємо коефiцiєнти
при однакових степенях 𝑥− 𝑥0:

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)𝑦30𝑎𝑛+2 = 𝜑𝑛(𝑦0, 𝑦
′
0, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛), 𝑛 = 0, 1, ... . (4)

Тодi, якщо 𝑦0 ̸= 0, то з алгебраїчної системи (4) можна знайти коефiцi-
єнти асимптотичного ряду (3) для будь-якого 𝑛. В околi точки 𝑥0 певна
кiлькiсть членiв ряду (3) з наперед заданою точнiстю задовольняє задачу
Кошi (1), (2).
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ОПТИМIЗАЦIЯ ПАРАМЕТРIВ МОДЕЛЮВАННЯ
𝜙-СУБГАУССОВОГО ДРОБОВОГО БРОУНIВСЬКОГО

РУХУ

К.I. ШУРУБУРА

У роботах [1, 2] запропоновано алгоритм моделювання процесiв строго
𝜙-субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху iз заданими
надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐶([0; 1]), але не розглядалася задача
оптимiзацiї параметрiв моделi.

В данiй роботi для 𝜙-субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху з функцiєю 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔

𝜔 , |𝑥| ≥ 1, 𝜔 ≥ 2, знайдено оптимальнi
значення параметрiв моделi.

Означення 1. [1] Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R}
називається N-функцiєю Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0, 𝜙(𝑥) > 0 при 𝑥 ̸= 0,
𝜙(𝑥)
𝑥 → 0 при 𝑥→ 0 та 𝜙(𝑥)

𝑥 → ∞ при 𝑥→ ∞.Для N-функцiї 𝜙 виконується
умова Q, якщо lim inf

𝑥→0

𝜙(𝑥)
𝑥2 = 𝐶 > 0. Можливо, що 𝐶 = +∞.

Означення 2. [1] Нехай 𝜙— N-функцiя Орлича, для якої виконується
умова Q. Випадкова величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω) (простору
𝜙-субгауссових випадкових величин), якщо E𝜉 = 0, E exp{𝜆𝜉} iснує для
всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0, що для всiх 𝜆 ∈ R виконується
нерiвнiсть E exp (𝜆𝜉) ≤ exp (𝜙(𝑎𝜆)) .

Означення 3. [1] Випадковий процес 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ) є 𝜙-субгауссовим
(тобто, належить простору Sub𝜙(Ω)), якщо для всiх 𝑡 ∈ 𝑇 випадковi вели-
чини𝑋(𝑡) ∈ Sub𝜙(Ω). Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 , 𝑥 ∈ R, то такий процес називається
субгауссовим.

Означення 4. [1] Будемо називати центрований випадковий процес 𝑍𝐻 =
{𝑍𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} строго 𝜙-субгауссовим узагальненим дробовим броунiв-
ським рухом (𝜙-УДБР) з iндексом Хюрста 𝐻 ∈ (0, 1), якщо 𝑍𝐻 є строго
𝜙-субгауссовим та 𝑅𝐻(𝑡, 𝑠) = E𝑍𝐻(𝑠)𝑍𝐻(𝑡) = 1

2 (𝑡
2𝐻 + 𝑠2𝐻 − |𝑠− 𝑡|2𝐻).

Означення 5. Модель 𝑍 наближає процес 𝑍 iз заданими надiйнiстю 1−𝜈,
0 < 𝜈 < 1, та точнiстю 𝛿 > 0 в 𝐶([0, 1]), якщо

P

(︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝑍(𝑡)− 𝑍(𝑡)| > 𝛿

)︃
≤ 𝜈.
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Розглядається модель 𝜙-субгауссового узагальненого дробового броу-
нiвського руху на основi розкладу в ряд:

𝑍(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=1

(︁
𝑐𝑛 sin(�̃�𝑛𝑡) 𝜉𝑛 + 𝑑𝑛

(︀
1− cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀
𝜂𝑛

)︁
, (1)

де 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑐𝑛 та 𝑑𝑛 – деякi сталi, �̃�𝑛 та 𝑦𝑛 – наближенi значення ну-
лiв функцiй Бесселя першого роду 𝐽−𝐻 та 𝐽1−𝐻 вiдповiдно, 𝜉𝑛, 𝜂𝑛 – не-
залежнi однаково розподiленi випадковi величини з простору Sub𝜙(Ω),
E𝜉2𝑛 = E𝜂2𝑛 = 1, 𝑛 = 1, 2, . . . . Припустимо, що похибка наближення для
значень 𝑐𝑛, 𝑑𝑛, �̃�𝑛 та 𝑦𝑛 вiдсутня.

Наступна теорема мiстить основний результат даного дослiдження.

Теорема 1. Нехай процес 𝑍 є сепарабельним строго 𝜙-субгауссовим уза-
гальненим дробовим броунiвським рухом з iндексом Хюрста 𝐻 ∈ (0, 1)

та функцiєю 𝜙(𝑥) = |𝑥|𝜔
𝜔 , |𝑥| ≥ 1, 𝜔 ≥ 2. Модель (1) наближає процес 𝑍

iз заданими надiйнiстю 1− 𝜈, 0 < 𝜈 < 1, та точнiстю 𝛿 > 0 в просторi
𝐶([0, 1]), якщо виконуються такi нерiвностi:

𝑁 ≥
(︃
𝑎𝜙
𝛿

√︂
5𝑐

2𝐻

)︃ 1
𝐻

+ 1 та
𝜋2𝑁2

8
exp

[︂
1

𝐻(1− 𝑥𝐺)
− 1

𝑞

(︁√
𝐺− 1

)︁𝑞]︂
≤ 𝜈,

де

𝐺 =
𝑁2𝐻𝛿22𝐻

5𝑐𝑎2𝜙
, 𝑥𝐺 = 𝑅

⎛
⎝8𝐺

5

(︃
𝐺

1
𝜔−1

(1− 𝑦𝐺)2

)︃ 1
𝑦𝐺

⎞
⎠ , 𝑦𝐺 = 𝑅

(︁
𝐺

1
2(𝜔−1)

)︁
,

𝑐 = Γ(2𝐻+1) sin(𝜋𝐻)
𝜋2𝐻+1 , 𝑞 : 1

𝜔+
1
𝑞 = 1, та 𝑅(𝑝) - розв’язок наступного рiвняння

вiдносно 𝑧:
1

1− 𝑧
+ 𝑙𝑛(1− 𝑧)− 𝑙𝑛𝑝− 1 = 0, для 𝑧 ∈ (0, 1), 𝑝 > 1.

При цьому значення параметрiв моделi є оптимальними, тобто, дають
можливiсть визначити мiнiмально необхiдну кiлькiсть доданкiв 𝑁 у
моделi (1).
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ПОЛIНОМИ ЧЕБИШЕВА В ТЕОРIЇ НАБЛИЖЕНЬ

А.Ю. МIЩУК, А.М. ШУТОВСЬКИЙ

Поняття функцiї є одним iз фундаментальних понять у математично-
му аналiзi. Однак, не менш фундаментальним є також i поняття класу
функцiй, бо саме це i визначає подальший характер дослiдження функцiї.
Якщо задача прикладного характеру є тiсно пов’язаною з перiодичними
явищами, то в таких випадках доводиться мати справу з перiодичними
функцiями. Добре вiдомим є той факт, що перiодична функцiя може бути
представлена у виглядi тригонометричного ряду, тобто ряду Фур’є.

Але якщо функцiя 𝑓 (𝑥) визначена на скiнченному вiдрiзку (наприклад
|𝑥| ≤ 1), то її представлення у виглядi тригонометричного ряду вже не
є можливим. У такiй ситуацiї доволi корисними виявляються полiноми
Чебишева [1, 2], якi в теорiї наближень [3] можуть бути основою для
побудови наближувального агрегату

𝑓 (𝑟, 𝑥) =

∞∑︁

𝜈=0

𝑟𝜈𝑐𝜈𝑇𝜈 (𝑥) , (1)

де 𝑇0 (𝑥) =
√︀
1/𝜋 та 𝑇𝑘 (𝑥) =

√︀
2/𝜋 cos (𝑘 arccos𝑥) (𝑘 ∈ N).

На додаток до оператора (1), який називається iнтегралом Чебишева-
Пуассона, доволi широковживаним у теорiї наближень є бiгармонiйний
оператор Чебишева-Пуассона. Однак, iснує так званий узагальнений iн-
теграл Чебишева-Пуассона, який увiбрав у себе два вищезгаданi опера-
тори. Тому в даному дослiдженнi поставлено за мету дослiдити деякi до-
сi нерозглядуванi апроксимативнi властивостi узагальненого оператора
Чебишева-Пуассона для функцiй класу Лiпшиця.
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ПРО ТРАНЗIЄНТНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI СТРИБКАМИ

В.К. ЮСЬКОВИЧ

Нехай 𝑋 – розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння

d𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))d𝑡+ 𝑏(𝑋(𝑡))d𝑊 (𝑡) +

∫︁

R
𝑐(𝑋(𝑡−), 𝑢)�̃�(d𝑢,d𝑡),

де 𝑊 – вiнерiвський процес, �̃� – компенсована пуассонiвська випадкова
мiра, що вiдповiдає пуассонiвськiй випадковiй мiрi 𝑁 на множинi R ×
[0,∞) з мiрою iнтенсивностi 𝜈(d𝑢) · d𝑡, причому процес 𝑊 та випадкова

мiра �̃� незалежнi.

Теорема 1. Нехай 𝛿 > 0. Припустимо, що:

(А) функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐 задовольняють локальну умову Лiпшиця;

(Б) функцiя 𝑎 обмежена та, крiм того, вiдокремлена вiд нуля поза

вiдрiзком:

∃𝐴 > 0 ∀𝑥 /∈ [−𝛿, 𝛿] 𝑎(𝑥) ≥ 𝐴;

(В) функцiї 𝑏, 𝑐 задовольняють умову степеневого зростання

∃𝐶 ≥ 0 ∃𝛽 ∈
[︀
0, 12

)︀
∀𝑥 ∈ R 𝑏2(𝑥) +

∫︁

R
𝑐2(𝑥, 𝑢)𝜈(d𝑢) ≤ 𝐶

(︁
1 +

(︀
𝑥2
)︀𝛽)︁

,

а також умову локальної невиродженостi:

∀𝑅 ≥ 2𝛿 ∃𝐶 > 0

[︃
∀𝑥 ∈ [−2𝛿,𝑅] |𝑏(𝑥)| ≥ 𝐶,
∀𝑥 ∈ [−2𝛿,𝑅]

∫︀
R 𝑐(𝑥, 𝑢)𝜈(d𝑢) ≥ 𝐶.

(1)

Тодi 𝑋(𝑡) → +∞, 𝑡→ ∞, м.н.
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ЗАСТОСУВАННЯ ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ РЯДАМИ

ЛЮРОТА У ФРАКТАЛЬНОМУ АНАЛIЗI ФУНКЦIЙ

Н.A. БIЛОВИЦЬКА

Числовим додатним рядом Люрота, породженим послiдовнiстю нату-
ральних чисел (𝑑𝑛), називається вираз виду

1
𝑑1+1 + 1

𝑑1(𝑑1+1)(𝑑2+1) + ...+ 1
𝑑1(𝑑1+1)·...·𝑑𝑛(𝑑𝑛+1)(𝑑𝑛+1+1) + ...

Очевидно, що залишок ряду 𝑟𝑛 ≤ 1
2𝑛 i 𝑟𝑛 → 0 (𝑛→ ∞), а тому кожен ряд

Люрота збiжний, причому сума ряду Люрота не перевищує 1. У роботi [1]
система зображення чисел рядами Люрота: для будь-якого числа 𝑥 ∈ (0; 1]
iснує послiдовнiсть натуральних чисел (𝑑𝑛(𝑥)) така, що
𝑥 = 1

𝑑1+1+
1

𝑑1(𝑑1+1)(𝑑2+1)+...+
1

𝑑1(𝑑1+1)·...·𝑑𝑛(𝑑𝑛+1)(𝑑𝑛+1+1)+... ≡ ∆𝐿
𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...

.

Розклад числа в ряд Люрота називається 𝐿-представленням числа, а
скорочений запис ∆𝐿

𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...
– його 𝐿-зображенням.

Цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 називається множина
∆𝐿
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 = {𝑥 : 𝑥 = ∆𝐿

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑑1𝑑2...
, (𝑑𝑛) ∈ 𝑁∞}.

Цилiндр ∆𝐿
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 є промiжком (𝑎; 𝑎 + 1

𝑐1(𝑐1+1)·...·𝑐𝑚(𝑐𝑚+1) ], з чого слiдує,

що |∆𝐿
𝑐1...𝑐𝑚 | = 𝑖(𝑖+1)|∆𝐿

𝑐1...𝑐𝑚𝑖
|, 𝑖 ∈ 𝑁 . Остання рiвнiсть виражає основне

метричне вiдношення довжин вкладених цилiндрiв послiдовних рангiв i
вказує на 𝑁 -самоподiбнiсть системи кодування чисел.

Основним об’єктом дослiдження є функцiя, означена рiвнiстю
𝑓(𝑥 = ∆𝐿

𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...
) = ∆𝐿

[𝑘1+𝑑1][𝑘2+𝑑2]...[𝑘𝑛+𝑑𝑛]...
, 𝑘𝑛 ∈ 𝑍+ .

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є зростаючою, причому якщо починаючи з де-

якого 𝑛 усi 𝑘𝑛 = 0, то 𝑓 є кусково-лiнiйною функцiєю виду

𝑓(𝑥) = 1
𝑑′1+1 +

𝑛−1∑︀
𝑖=2

1
𝑑′1(𝑑

′
1+1)...(𝑑′𝑖+1) + 𝜔𝑛−1(𝑥), де 𝑑′𝑖 = 𝑑𝑖 + 𝑘𝑖,

𝜔𝑛−1(𝑥 = ∆𝐿
𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...

) = ∆𝐿
𝑑𝑛𝑑𝑛+1...

– оператор зсуву 𝐿-зображення чисел.
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ПРО ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ
НЕСКIНЧЕННОСИМВОЛЬНОГО 𝐵-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

У ТЕОРIЇ ФУНКЦIЙ

О.I. БОНДАРЕНКО, Н.М. ВАСИЛЕНКО

Означення 1. Нехай 𝐴 = 𝑍 = {0,±1,±2, ...} — алфавiт (набiр цифр),
𝐿 = 𝐴 × 𝐴 × ... — простiр послiдовностей елементiв алфавiту; (Θ𝑛) —
послiдовнiсть додатних дiйсних чисел (𝑛 ∈ 𝑍) така, що

0 <

∞∑︁

𝑛=1

Θ−𝑛 ≡ 𝑢 < 1, 0 <

+∞∑︁

𝑛=0

≡ 𝑣 < 1, 𝑢+ 𝑣 = 1.

Прикладом такої є двостороння послiдовнiсть (Θ𝑛): Θ0 = 1−3𝑎
1−𝑎 , Θ−𝑛 =

= Θ𝑛 = 𝑎𝑛, де параметр 𝑎 задовольняє нерiвностi 0 < 𝑎 < 1
3 , 𝑛 ∈ 𝑁 , або

Θ−𝑛 = 2−(𝑛+1),Θ0 = 1
3 ,Θ𝑛 = 3−(𝑛+1), 𝑛 ∈ 𝑁.

Сформуємо iншу двосторонню послiдовнiсть (𝑏𝑛), визначену послiдов-
нiстю (Θ𝑛), а саме

𝑏𝑛 ≡
𝑛−1∑︁

𝑖=−∞
Θ𝑖 = 𝑏𝑛−1 +Θ𝑛−1.

Теорема 1. Для будь-якого числа 𝑥 ∈ (0; 1) iснує єдиний скiнченний
набiр цiлих чисел (𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑚) або єдина послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 такi,
що виконується одна з рiвностей

𝑥 = 𝑏𝛼1 +
𝑚∑︁

𝑘=2

𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁

𝑖=1

Θ𝛼𝑖 ≡ ∆𝐵
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚(∅), (1)

𝑥 = 𝑏𝛼1
+

∞∑︁

𝑘=2

𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁

𝑖=1

Θ𝛼𝑖
≡ ∆𝐵

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
. (2)

Числа, для яких виконується рiвнiсть (1), називаються 𝐵-скiнченними,
а тi, для яких виконується рiвнiсть (2), – 𝐵-нескiнченними.

Множина всiх 𝐵-скiнченних чисел є злiченною, причому всюди щiль-
ною в iнтервалi (0; 1) множиною.
𝐵-зображення є засобом кодування чисел iнтервала (0; 1), їх iдентифi-

кацiї та порiвняння: числа 𝑥 = ∆𝐵
𝛼1...𝛼𝑚... i 𝑦 = ∆𝐵

𝛽1...𝛽𝑚...
перебувають у

XII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

58



вiдношеннi 𝑥 < 𝑦 тодi i лише тодi, коли iснує 𝑘 ∈ 𝑁 таке, що 𝛼𝑘 < 𝛽𝑘,
але 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖 при 𝑖 < 𝑘.

Геометрiю 𝐵-зображення чисел (геометричний змiст цифр, метричнi
вiдношення) достатньо повно розкривають властивостi цилiндричних i
хвостових множин.

Означення 2. Множина ∆𝐵
𝑐1...𝑐𝑚 чисел 𝑥 ∈ (0; 1), що мають скiнченне або

нескiнченне 𝐵-зображення з першими 𝑚-цифрами 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚 вiдповiдно,
тобто

∆𝐵
𝑐1...𝑐𝑚 = {𝑥 : 𝑥 = ∆𝐵

𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑛(∅), 𝑥 = ∆𝐵
𝑐1...𝑐𝑚𝛽1𝛽2...

, (𝛽𝑛) ∈ 𝐿},
називається 𝐵-цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑚.

𝐵-цилiндри задають систему подрiбнюючих розбиттiв iнтервала (0; 1).

Означення 3. Кажуть, що 𝐵-зображення чисел 𝑥 = ∆𝐵
𝛼1...𝛼𝑛... i 𝑦 =

∆𝐵
𝛽1...𝛽𝑛...

«мають однаковий хвiст» (символiчно записують 𝑥𝑦), якщо
iснують такi натуральнi числа 𝑚 i 𝑘, що 𝛼𝑚+𝑗 = 𝛽𝑘+𝑗 для будь-якого
𝑗 ∈ 𝑁 . Вважатимемо, що 𝐵-скiнченнi числа мають однаковий хвiст за
означенням.

Нехай 𝛾 = 𝜏(𝑎, 𝑏) — цiлочисельна функцiя, означена на множинi 𝐷 =
𝑍 × 𝑍. Розглядаються двi функцiї:

𝑓(𝑥 = ∆𝐵
𝛼1𝛼2...) = ∆𝐵

𝜏(𝛼1,𝛼2),𝜏(𝛼3,𝛼4)...,𝜏(𝛼𝑛,𝛼𝑛+1),...
;

𝜙(𝑥 =∆𝐵
𝛼1𝛼2...) = ∆𝐵

𝜏(𝛼1,𝛼2),𝜏(𝛼2,𝛼3),...,𝜏(𝛼𝑛−1,𝛼𝑛),𝜏(𝛼𝑛,𝛼𝑛+1),...
.

Якщо 𝜏(𝛼𝑘, 𝛼𝑘+1) = 𝛼𝑘+1, то 𝜙 є оператором лiвостороннього зсуву
цифр 𝐵-зображення,

якщо 𝜏(𝛼𝑘, 𝛼𝑘+1) = 𝛼𝑘, то 𝜙 є лiнiйною функцiєю 𝑦 = 𝑥,
якщо 𝜏(𝛼𝑘, 𝛼𝑘+1) = −𝛼𝑘, то 𝜙 є iнверсором цифр.
Якщо iснує 𝑢 ∈ 𝑍 таке, що 𝜏(𝑎, 𝑏) ̸= 𝑢 при будь-яких 𝑎 i 𝑏, то множина

значень функцiй 𝑓 i 𝜙 мають фрактальну структуру.
Доповiдь присвячена результатам дослiджень властивостей функцiй 𝑓

та 𝜙 в залежностi вiд властивостей функцiї 𝜏 , а також в порiвняльному
їх аналiзу. Детально розглядаються випадки: 𝜏(𝑎, 𝑏) = |𝑎|, 𝜏(𝑎, 𝑏) = |𝑎− 𝑏|,
𝜏(𝑎, 𝑏) = 𝑎2 + |𝑏|.

Лiтература

[1] Працьовитий М.В., Бондаренко О.I., Лисенко I.М., Ратушняк С.П. Неперервнi фун-
кцiї з локально склданими та фрактальними властивостями, пов’язанi з нескiн-
ченносимвольним 𝐵-зображенням чисел // Нелiнiйнi коливання — 2023. — Т. 26,
№ 3.

Секцiя 2. «Метричної теорiї чисел, геометрiї, фрактального аналiзу»

59



УДУ iм. Михайла Драгоманова, Київ, Україна
Email address: o.i.bondarenko@udu.edu.ua

УДУ iм. Михайла Драгоманова, Київ, Україна
Email address: n.m.vasylenko@udu.edu.ua

XII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

60



Про новi достатнi умови довiрчостi систем цилiндрiв
𝑄*-зображення для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа-Безиковича

В.О. ВАСИЛЕНКО, Г.М. ТОРБIН

Локально тонка система покриттiв Φ називається довiрчою системою
покриттiв для множини 𝐸 на 𝑊 , якщо

dim𝐻(𝐸,Φ) = dim𝐻(𝐸),∀𝐸 ⊂𝑊.

Нехай 𝑄*-стохастична матриця 𝑄* = ||𝑞𝑖𝑘|| , така, що
1)𝑞𝑖𝑘 > 0 (∀𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑠− 1},∀𝑘 ∈ 𝑁) ;

2)
𝑠−1∑︀
𝑖=0

𝑞𝑖𝑘 = 1 ,∀𝑘 ∈ 𝑁 ;

3)
∞∏︀
𝑘=1

max
𝑖
𝑞𝑖𝑘 = 0 .

Теорема 1. Нехай 𝑄𝑛 := 𝑞1 · 𝑞2 · ... · 𝑞𝑛, де 𝑞𝑘 := max
𝑖

{𝑞𝑖𝑘}. Якщо ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑄𝛼𝑛 збiгається ∀𝛼 > 0, то сiм’я Φ(𝑄*) цилiндрiв, 𝑄*-зображення є

довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на вiдрiзку
[0, 1].

Наслiдок 1. Якщо 𝑞 := sup
𝑖𝑘
𝑞𝑖𝑘 < 1, то сiмейство Φ(𝑄*) цилiндрiв,

породжених 𝑄*−розкладом дiйсних чисел, є довiрчим.

У доповiдi представлено новi результати щодо довiрчостi сiм’я Φ(𝑄*)
цилiндрiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича.
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ВIЗУАЛIЗАЦIЯ ДИВНИХ АТРАКТОРIВ: РЕАЛIЗАЦIЯ

ЗАСОБАМИ JAVASCRIPT

Є.О. ВОЙЦЕХОВСЬКИЙ

Динамiчнi системи з хаотичною поведiнкою привертають увагу у дослi-
дженнях через їх складнiсть та важко передбачуванi властивостi. Одним
iз iнструментiв для аналiзу хаотичних систем є вiзуалiзацiя їх атракторiв.

Метою роботи є створення програми вiзуалiзацiї атракторiв, яка має
широкi можливостi, є портативною, надiйною та простою у використаннi.
У данiй роботi представлено програму, розроблену з використанням мови
програмування JavaScript, яка дозволяє вiзуалiзувати рiзнi типи атракто-
рiв та аналiзувати їх хаотичнi властивостi. Зокрема, реалiзовано побудову
атрактора Лоренца, Росслера, Чень Лi та деякi iншi.

Вiзуалiзацiя атрактора вiдбувається шляхом побудови у тривимiрному
просторi траєкторiї з послiдовних значень, якi набуває орбiта нелiнiйної
динамiчної системи в деякий момент часу, реалiзована також побудова
проекцiй орбiти на двовимiрну площину [1]. Побудова проекцiї орбiти,
як на координатi площини, так i на довiльну площину, виконується iз
застосованням алгоритму обчислення послiдовностi точок проекцiї орбiти

на площину

(︂
𝑥′

𝑦′

)︂
=

(︃
𝑓*(𝑥−𝑥𝑐)
𝑧−𝑧𝑐

𝑓*(𝑦−𝑦𝑐)
𝑧−𝑧𝑐

)︃
*𝑅+

(︂
𝑡𝑥
𝑡𝑦

)︂
, де 𝑥, 𝑦, 𝑧 – координати

точки, 𝑥𝑐, 𝑦𝑐, 𝑧𝑐, — координати орбiти, 𝑥′, 𝑦′ — координати проекцiї точки
на площину, 𝑓 — фокусна вiдстань, 𝑅 — матриця повороту, що вiдповiдає
куту, на який повернутий спостерiгач, 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 — вектор зсуву.

Програма адаптована до рiзних пристроїв, має зручний iнтерфейс та
можливостi для проведення дослiджень рiзних динамiчних систем. Фун-
кцiонал програми може бути розширений додаванням нових можливо-
стей, таких як збереження параметрiв атракторiв, вiзуалiзацiя двох атра-
кторiв одночасно, збiльшення варiантiв атракторiв для побудови.
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ПРО ПЕРЕТВОРЕННЯ, ЯКI ЗБЕРIГАЮТЬ РОЗМIРНIСТЬ
ХАУСДОРФА–БЕЗИКОВИЧА

Ю.П. ВОЛОШИН

Доповiдь присвячена властивостям перетворень, якi зберiгають роз-
мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича. Дослiдження таких перетворень були
започаткованi в роботах М.В. Працьовитого, Г.М. Торбiна та їх учнiв
(див. [1, 2]).

Нагадаємо деякi означення (див., наприклад, [3, 4]).

Означення 1. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини 𝐸 назива-
ється число

dim𝐻 𝐸 = inf {𝛼 : 𝐻𝛼(𝐸) = 0} ,
де 𝐻𝛼(𝐸) := lim𝜀→0 {inf

∑︀
𝑘 |𝐸𝑘|

𝛼}, де iнфiмум береться по всеможли-
вих можливих 𝜀-покриттях множини 𝐸.

Нехай (𝑀,𝜌) — деякий метричний простiр i 𝑓 : (𝑀,𝜌) → (𝑀,𝜌).

Означення 2. Вiдображення 𝑓 називається DP-перетворенням простору
𝑀 , якщо

∀𝐸 ⊂𝑀 : dim𝐻(𝐸) = dim𝐻(𝑓(𝐸)).

Означення 3. Функцiя 𝑓 називається бi-Лiпшицевим вiдображенням про-
стору 𝑀 , якщо iснують 𝐴,𝐵 > 0, такi, що

𝐴𝜌 (𝑥1;𝑥2) ≤ 𝜌 (𝑓 (𝑥1) ; 𝑓 (x2)) ≤ 𝐵𝜌 (𝑥1;𝑥2) , ∀𝑥1, 𝑥2 ∈𝑀.

Теорема 1. Якщо 𝑓 є бi-Лiпшицевим перетворенням множини деякого
метричного простору (𝑀,𝜌), то 𝑓 є DP-перетворенням множини 𝑀 .

Як добре вiдомо, будь-яке афiнне перетворення 𝑓 простору 𝑅2 можна
подати у виглядi композицiї руху та двох стискiв до двох перпендикуляр-
них прямих. Звiдси випливає теорема 2.

Теорема 2. Довiльне афiнне перетворення 𝑓 простору 𝑅2 є бi-Лiпши-
цевим перетворенням цього простору.

Наслiдок 1. Будь-яке афiнне перетворення простору 𝑅2 є DP-перетво-
ренням простору 𝑅2.

Оскiльки довiльне афiнне перетворення 𝑅3 є композицiєю руху та сти-
скiв до трьох попарно перпендикулярних площин, то маємо:
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Теорема 3. Довiльне афiнне перетворення 𝑓 простору 𝑅3 є бi-Лiпши-
цевим перетворенням на 𝑅3, i, отже, є DP-перетворенням простору
𝑅3.

Вивчення DP-перетворень важливо з двох точок зору.
(1) Якщо перетворення 𝑓 переводить деяку множину 𝐸 в множину

𝐸′, i при цьому зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, то
достатньо знайти розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича простiшої з
множин, щоб знайти розмiрнiсть обох множин.

(2) з групової точки зору кожна геометрiя вивчає iнварiанти певної
групи перетворень. Евклiдова геометрiя — iнварiанти групи рухiв.
Афiнна геометрiя — iнварiанти групи афiнних перетворень. Про-
ективна геометрiя — iнварiанти групи проективних перетворень.
Топологiя — iнварiанти групи гомеоморфiзмiв. Не важко довести,
що множина всiх DP-перетворень простору (𝑀,𝜌) є групою (не-
абелевою) вiдносно операцiї «композицiя» перетворень. Тому на
фрактальну геометрiю природно дивитись, як на науку, яка ви-
вчає iнварiанти групи DP-перетворень. Отже, евклiдова та афiнна
геометрiї є частковими випадками фрактальної геометрiї.

Зауваження 1. Не кожне гомеоморфне перетворення зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича.

У доповiдi також обговорюється DP-властивостi проективних перетво-
рень.
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МОДЕЛЮВАННЯ ДЕТЕРМIНОВАНОГО ХАОСУ
ЗАСОБАМИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ

Д.П. ГЕРАСИМЧУК

Iснування детермiнованого хаосу накладає обмеження на можливiсть
моделювання складних процесiв, наприклад, метеорологiчних чи еконо-
мiчних, тому його дослiдження та подальший розвиток напрямку зали-
шається актуальним, оскiльки може призвести до вирiшення проблем зi
моделюванням складної природи дослiджуваного явища, об’єкта тощо.

У данiй роботi проводиться дослiдження властивостей динамiчних си-
стем та детермiнованого хаосу у виглядi обчислювальних експеримен-
тiв [1] засобами математичного та комп’ютерного моделювання, а також
моделювання фрактальних структур множин Жюлiа та Мандельброта.

Виконана програмна реалiзацiя системи експериментiв, якi дослiджу-
ють та характеризують динамiку квадратичної функцiї 𝑄𝑐(𝑥) = 𝑥2+𝑐, де
−2 ≤ 𝑐 ≤ 0.25, −2 ≤ 𝑥 ≤ 2, та логiстичної функцiї 𝐹𝜆(𝑥) = 𝜆 · 𝑥 · (1 − 𝑥),
де 0 ≤ 𝜆 ≤ 4, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Наведемо деякi з реалiзованих експериментiв:
(1) Побудова орбiт для рiзних 𝑥 функцiй 𝑄𝑐(𝑥) та 𝐹𝜆(𝑥), швидкiсть

збiжностi до фiксованих та 𝑛-перiодичних точок.
(2) Моделювання динамiчної поведiнки функцiй 𝑄𝑐(𝑥) та 𝐹𝜆(𝑥) для

рiзних значень параметру 𝑐 та 𝜆 вiдповiдно, побудова бiфуркацiй-
ної дiаграми на цьому промiжку.

(3) Знаходження вiкон перiодiв 𝑛 на орбiтнiй дiаграмi 𝑄𝑐(𝑥) та 𝐹𝜆(𝑥)
i визначення їхньої послiдовностi.

(4) Iдентифiкацiя iтерованих систем функцiй, що породили певнi фра-
ктали як їх атрактори.

(5) Дослiдження множин Жюлiа та Мандельброта.
Детальнiше розглянемо експеримент по знаходженню вiкон перiодiв 𝑛

на орбiтнiй дiаграмi функцiї 𝑄𝑐(𝑥). Кожне вiкно перiоду 𝑛 (period-𝑛 wi-
ndow) характеризується тим, що в ньому з’являється притягуючий цикл
перiоду 𝑛 (attracting 𝑛-cycle), пiсля якого вiдбувається явище подвоєння
перiоду подальших циклiв (period-doubling bifurcation), з чого випливає,
що послiдовнiсть перiодiв вiкон можна отримати iтеративно. На першiй
iтерацiї видiляються два чи три ’найбiльшi’ вiкна, з Рис. 1 видно, що це 3,
5, 6 та 1 вiкна. На другiй iтерацiї розглядаються пiвiнтервали [3, 5), [5, 6)
та [6, 1), в яких знаходяться новi вiкна, як показано на Рис. 2. Подальшi
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Рис. 1. Орбiтна дiаграма функцiї 𝑄𝑐(𝑥) для 𝑥0 = 0 при
−2 ≤ 𝑐 ≤ 0.25.

Рис. 2. Орбiтна дiаграма функцiї 𝑄𝑐(𝑥) для 𝑥0 = 0 при
𝑐 на пiвiнтервалах [3, 5), [5, 6) та [6, 1).

iтерацiї проводяться для уточнення результату. В алгоритмi розглядає-
ться значення 𝑐 для циклу перiоду 𝑛 · 2𝑘 𝑛-перiодичного вiкна, де 𝑘 ∈ N,
оскiльки це дозволяє вiдшукати невеликi вiкна, якi в iншому випадку
можуть бути пропущенi.

Дана система експериментiв вiзуалiзує явища, якi виникають в дина-
мiчних системах рiзної природи та моделюють їхню хаотичну поведiнку.
Розроблене для реалiзацiї експериментiв програмне забезпечення може
використовуватись при вивченнi властивостей детермiнованих та хаоти-
чних динамiчних систем.
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ПЕРЕТВОРЕННЯ, ЩО ЗБЕРIГАЮТЬ ХВОСТИ

НЕГА-𝑄𝑠-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

В.О.ЄЛАГIН

Доповiдь присвячена результатам дослiдження хвостових множин для
нега-𝑄𝑠-зображення чисел, а також неперервних перетворень (автобiє-
кцiй) одиничного вiдрiзка, якi зберiгають "хвости"нега-𝑄𝑠-зображення
чисел. Перетворенням множини називається бiєктивне( одночасно iн’єктивне
та сюр’єктивне) вiдображення цiєї множини на себе. Неперервне перетво-
ренння вiдрiзка [0;1] є зростаючою або спадною неперервною функцiєю
такою, що 𝑓(0) = 0; 𝑓(1) = 1 або 𝑓(0) = 1; 𝑓(1) = 0.

Нехай 𝑄𝑠 ≡ (𝑞0, 𝑞1, . . . 𝑞𝑠−1) — заданий ймовiрнiсний (стохастиний) ве-
ктор з додатними координатами, тобто 1)𝑞𝑖 > 0, 2)𝑞0 + 𝑞1 + · · · + 𝑞𝑠−1 =
1 = 𝛽𝑠;𝛽0 = 0, 𝛽𝑖+1 = 𝛽𝑖 + 𝑞𝑖 = 𝑞0 + 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1

Теорема 1. [2] Для будь-якого 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝑎𝑛) ∈ 𝐿𝑠

така, що 𝑥 = 𝛽𝛼1(𝑥) +

∞∑︁

𝑘=2

𝛽𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝑎𝑗(𝑥) ≡ ∆𝑄𝑠
𝛼1,𝛼2,...𝛼𝑛...

Останнiй скорочений запис ∆𝑄𝑠
𝛼1,𝛼2,...𝛼𝑛... називається 𝑄𝑠 - зображенням

числа 𝑥, при цьому 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛(𝑥) вiдповiдно 𝑛-ою цифрою цього зображен-
ня.

Зауваження 1. [1] Якщо цифри утворюють перiод у 𝑄𝑠-зображеннi чи-
сла, то вони записуються у круглих дужках. Злiченна множина чисел

має два 𝑄𝑠–зображення. Це числа виду: ∆
𝑄𝑠

𝛼1,𝛼2,...𝛼𝑘(0)
= ∆𝑄𝑠

𝛼1,𝛼2,...𝛼𝑘−1(𝑠−1).

Домовимось використовувати лише одне з двох iснуючих 𝑄𝑠-зображень
таких чисел, а саме: те, що мiстить перiод (0).

Кажуть, що нега-𝑄𝑠-зображення чисел 𝑥1 = ∆−𝑄𝑠
𝛼1𝛼2···𝛼𝑛··· та

𝑥2 = ∆−𝑄𝑠

𝛽1𝛽2···𝛽𝑛··· мають однаковi хвости, якщо iснують натуральнi числа

𝑚 та 𝑛 такi, що 𝛼𝑛+𝑗(𝑥1) = 𝛽𝑚+𝑗(𝑥2), для будь-якого 𝑗 ∈ N, символiчно
𝑥 ∼ 𝑦.

Казатимемо, що функцiя 𝑓(𝑥) зберiгає хвости нега-𝑄𝑠-зображення чи-
сел, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ [0; 1] виконується 𝑥 ∼ 𝑓(𝑥).

Подамо ряд представлення у наступному виглядi:
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𝑥 = 𝛽𝛼1 + 𝛽𝛼2𝑞𝛼1 + 𝛽𝛼3𝑞𝛼1𝑞𝛼2 + · · · + 𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝑎𝑗 + · · · = (𝛽𝛼1+1 − 𝑞𝛼1) +

𝛽𝛼2
𝑞𝛼1

+(𝛽𝛼3+1
−𝑞𝛼3

)𝑞𝛼1
𝑞𝛼2

+𝛽𝛼4
𝑞𝛼1

𝑞𝛼2
𝑞𝛼3

+· · ·+(𝛽𝛼2𝑘−1+1
−𝑞𝛼2𝑘−1

)
2𝑘−2∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑥)+

𝛽𝛼2𝑘

2𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑥)+ · · · = 𝛽𝛼1+1
−𝛽′

𝛼2
𝑞𝛼1

+𝛽𝛼3+1
𝑞𝛼1

𝑞𝛼2
+ · · ·+𝛽𝛼2𝑘−1+1

2𝑘−2∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
−

𝛽′
𝛼2𝑘

2𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗 + · · · = 𝛽′
𝛼1

+

∞∑︁

𝑘=2

(−1)𝑘−1(𝛽′
𝛼𝑘

(𝑥)

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑥)) ≡ ∆−𝑄𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де

𝛽′
𝛼𝑛

=

{︃
𝛽𝛼𝑛+1

,якщо 𝑛 - непарне,

1− 𝛽𝛼𝑛 ,якщо 𝑛 - парне.

Таке представлення будемо називати негa-𝑄𝑠-представленням, а вiдповiд-
ний скорочений запис ∆−𝑄𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... негa-𝑄𝑠-зображенням числа 𝑥.

Теорема 2. Множина 𝐺 усiх неперервних перетворень вiдрiзка [0;1], якi
зберiгають хвости нега-𝑄𝑠-зображення чисел, вiдносно операцiї компо-
зицiя, утворює незлiченну некомутативну групу з нескiнченною пiдгру-
пою зростаючих перетворень.
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FRACTAL DIMENSION OF THE BOUNDARY OF
CANTORVALS

D.M. KARVATSKYI

Let’s consider a convergent positive series
∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛. By 𝐸(𝑎𝑛) we denote

the set of all subsums for the series
∑︀
𝑎𝑛, i.e.

𝐸(𝑎𝑛) =

{︃ ∞∑︁

𝑛=1

𝜀𝑛𝑎𝑛 : (𝜀𝑛) ∈ {0, 1}𝑁
}︃
.

We study metric and fractal properties of the set

𝑋(𝑚) =

{︃ ∞∑︁

𝑛=1

𝜀𝑛
2𝑚+ 2

: (𝜀𝑛) ∈ {0, 2, 3, . . . , 2𝑚+ 1, 2𝑚+ 3}𝑁
}︃
,

which is the set of subsums for the series

3𝑞 + 2𝑞 + · · ·+ 2𝑞⏟  ⏞  
𝑚

+3𝑞2 + 2𝑞2 + · · ·+ 2𝑞2⏟  ⏞  
𝑚

+ · · ·+ 3𝑞𝑛 + 2𝑞𝑛 + · · ·+ 2𝑞𝑛⏟  ⏞  
𝑚

+ . . .

where 𝑞 = 1/(2𝑚+ 2),𝑚 ∈ 𝑁 .
Connectivity components of the closed bounded set 𝑋(𝑚) ⊂ 𝑅 are either

closed intervals or singletons. From now on, we denote the interior of the
above set by𝑋𝐼(𝑚), while𝑋𝐶(𝑚) = 𝑋(𝑚)∖𝑋𝐼(𝑚) will be called the boundary
of 𝑋(𝑚). The following theorem demonstrates the structure of 𝑋(𝑚).

Theorem. The set 𝑋(𝑚) can be obtained as the union 𝑋 = 𝑋𝐼(𝑚)
⋃︀
𝑋𝐶(𝑚),

where 𝑋𝐼(𝑚) is an infinity union of open intervals having the Lebesgue mea-
sure equal to 1, 𝑋𝐶(𝑚) is a Cantor set with zero Lebesgue measure and frac-
tional Hausdorff dimension dim𝐻 𝑋𝐶 = log2𝑚+2 3.

We say that a Cantorval𝑋 is achievable if there exists a convergent positive
series

∑︀
𝑢𝑛 such that 𝑋 = 𝐸(𝑢𝑛). Taking into account the above theorem,

there naturally arises the question: Is the boundary 𝑋𝐶 for an arbitrary
Cantorval 𝑋 a fractal set?
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ПРО ТИП РОЗПОДIЛУ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ
ПРОДУКОВАНИХ ОПЕРАТОРОМ ГАУССА СИМВОЛIВ

ЛАНЦЮГОВОГО ЗОБРАЖЕННЯ

Р.В. КРИВОШИЯ, Д.Ю. СКАКУН

Нехай [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛] класичне ланцюгове зображення числа 𝑥 ∈ (0; 1).
Позначимо 𝜂(·) мiру Лебега-Стiлтьєса, що вiдповiдає функцiї розподiлу
𝑓(𝑡) = log2(1 + 𝑡), де 𝑡 ∈ [0; 1]. Нехай 𝑇 (𝑥) = { 1

𝑥} — оператор Гаусса.
Добре вiдомо [1, 3], що для динамiчної системи ([0; 1];𝐵([0; 1]; 𝜂(·);𝑇 )

мiра 𝜂(·) є iнварiантною та ергодичною вiдносно оператору 𝑇 .

Теорема 1. Для майже всiх чисел 𝑡 ∈ (0; 1) послiдовнiсть (𝑇𝑛(𝑡)) роз-
подiлена за функцiєю 𝑓(𝑥), тобто для кожного вiдрiзку [𝑎; 𝑏] ⊆ [0; 1]

lim
𝑘→∞

𝑁𝑘(𝑡; [𝑎; 𝑏])

𝑘
= 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎),

де 𝑁𝑘(𝑡; [𝑎; 𝑏]) — кiлькiсть чисел серед 𝑇 (𝑡), 𝑇 2(𝑡), . . . 𝑇 𝑘(𝑡), що належать
[𝑎; 𝑏].
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АСИМПТОТИЧНI ХАРАКТЕРИСТИКИ МОДУЛЯ

ХАРАКТЕРИСТИЧНОЇ ФУНКЦIЇ ОДНОГО КЛАСУ

УЗАГАЛЬНЕНИХ ЗГОРТОК БЕРНУЛЛI

О.П. МАКАРЧУК

Для характеристичної функцiї 𝑓𝜏 (𝑡) випадкової величини 𝜏 розглянемо
значення 𝐿𝜏 = lim|𝑡|→+∞ |𝑓𝜏 (𝑡)|. Добре вiдомо [1], що для довiльного дис-
кретного розподiлу 𝜏 : 𝐿𝜏 = 1. Якщо розподiл 𝜏 абсолютно неперервний,
то 𝐿𝜏 = 0. Для сингулярного розподiлу 𝜏 , як вiдомо [2], 𝐿𝜏 ∈ [0; 1].

Нехай 𝜂 ∈ (1;+∞), 𝑚 — натуральне числа бiльше за 1, (𝜓𝑘) — по-
слiдовнiсть незалежних дискретно розподiлених випадкових величин, якi
набувають значень 0,1,...,𝑚− 1 з ймовiрностями 𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘, ..., 𝑝(𝑚−1)𝑘 вiдпо-
вiдно. Розглянемо випадкову величину

𝜓 =
∞∑︁

𝑘=1

𝜓𝑘𝜂
−𝑘.

В [3] були знайденi необхiднi та достатнi умови того, що 𝐿𝜓 = 0 для
випадку 𝜂 ∈ 𝑁 .

Теорема 1. Якщо послiдовнiсть (𝑚𝑎𝑥(𝑝0𝑛; ...; 𝑝(𝑚−1)𝑛)) вiддiльна вiд ну-
ля та 𝜂 — iррацiональне число Пiзо, то рiвнiсть 𝐿𝜓 = 0 виконується

тодi i тiльки тодi, коли для кожного 𝑡 ∈ 𝑄(𝜂) виконується умова

lim
𝑛→+∞

|𝑓𝜓(2𝜋𝑡𝜆𝑛)| = 0.
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МЕХАНIЧНИЙ ЗМIСТ ГЕОДЕЗИЧНИХ ЛIНIЙ

Д.О. МИРОШНIЧЕНКО

Аналiтична геометрiя робить вагомий внесок в розв’язок типових за-
дач механiки та фiзики. Так, наприклад, диференцiальна геометрiя є по-
тужним iнструментом у моделюваннi фiзичних процесiв: вона широко за-
стосовуються для обчислення траєкторiй руху частинок чи матерiальних
точок.

Одним з основних елементiв диференцiальної геометрiї є крива. Криву
на поверхнi характеризують двi компоненти її кривини – нормальна та
геодезична.

Означення 1. Криву називають геодезичною лiнiєю, якщо геодезична
кривина кривої перетворюється в нуль у кожнiй її точцi.

Теорема 1. Через будь-яку точку на регулярнiй поверхнi у будь-якому
напрямi можна провести геодезичну лiнiю, при тому лише одну.

Зауваження 1. Механiчна iнтерпретацiя цього явища диференцiальної
геометрiї полягає у тому, що геодезична лiнiя сполучає двi точки на по-
верхнi за найкоротшою вiдстанню i, спираючись на Теорему 1, є єдиною
для конкретної точки, тож часто виступає як траєкторiя руху.

Приклад 1. Розглянемо рух частинки з масою 𝑚 та зарядом 𝑞 в еле-
ктромагнiтному полi. Закон її руху задає рiвняння:

𝑚
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
= −𝑘(𝑟 *

(︂
𝑑𝑟

𝑑𝑡

)︂
)
1

𝜌3
,

де 𝑘 — константа, 𝑟 — радiус-вектор частинки, 𝜌 = 𝑟 — полярна вiсь.

Зауваження 2. З рiвняння можна отримати, що рух частинки вiдбува-
ється на круговому конусi, з кутом при вершинi 2(𝜋 − 𝜙). Траєкторiя є
геодезичною лiнiєю конуса. В залежностi вiд кута при вершинi, визнача-
ється наявнiсть самоперетину геодезичної лiнiї (кут ≤ 60∘ гарантує його
наявнiсть). Узагальнюючи, частинка в електромагнiтному полi рухається
за геодезичною лiнiєю, що є найвигiднiшою для неї траєкторiєю.

Приклад 2. Доведено, що рух матерiальної точки в полi дiї сил тяжi-
ння вiдбувається за конiчним перерiзом (по елiпсу, параболi або гiпербо-
лi) та, аналогiчно до Прикладу 1, траєкторiя в полi дiй сил тяжiння
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вiдповiдає полярному рiвнянню конiчного перерiзу з фокусом в полюсi:
1

𝜌
= 𝐶3 +

√︀
𝐶3 cos(𝜙− 𝜙0),

де 𝜙, 𝐶3 — певнi константи.

Зауваження 3. Для тiла, що рухається пiд дiєю сил тяжiння, аналогiчно,
найвигiднiшою траєкторiєю є геодезична лiнiя. Тож для визначення руху
балiстичного снаряду необхiдно спиратися на Приклад 2.

Геодезичнi лiнiї можуть пiдкрiпити аналiтичнi рiвняння траєкторiй ру-
ху балiстичних снарядiв, коли узагальнена модель руху виводиться емпi-
рично.

Твердження 1. При розгортцi поверхнi геодезична лiнiя перетворює-
ться у пряму.

Зауваження 4. Необхiдно зазначити, що характеристика поля сил, в яке
попадають пiддослiднi моделi, iдентичнi – вони обидва є центральними
полями сил. Звiдси, можна зробити висновок, що траекторi руху є пло-
ска крива, яка спираючись на Твердження 1, перетвориться в пряму при
розгортцi поверхнi. Це, в свою чергу, може пiдтвердити, що траекторiя є
геодезичною лiнiєю.

Наведенi приклади та обґрунтування вказують на одну з найбiльш пра-
ктичних властивостей геодезичних лiнiй - вона є траекторiю руху мате-
рiальної точки по гладкiй поверхнi.

Загалом, геодезичнi лiнiї можуть бути потужним оператором для об-
числення траєкторiй. Вони можуть пояснити природу руху космiчних тiл,
поведiнку заряджених частинок пiд дiєю поля електромагнiтних сил або
допомогти задати рiвняння руху балiстичних снарядiв.
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ДИСКРЕТНI РОЗПОДIЛИ НЕСКIНЧЕННИХ ЗГОРТОК

БЕРНУЛЛI З ЩIЛЬНИМ В ДЕЯКIЙ КОНТИНУАЛЬНIЙ

МНОЖИНI СПЕКТРОМ

М.Г. МОСКАЛЬКО

Нагадаємо, що розподiл випадкової величини 𝜉 називають дискретним,
якщо вiн зосереджений на скiнченнiй або злiченнiй множинi, тобто випад-
кова величина 𝜉 набуває не бiльш нiж злiченну множину значень.

Множина атомiв дискретного розподiлу, тобто точок 𝑥𝑖, таких що 𝑃{𝜉 =
𝑥𝑖} > 0 називається точковим або дискретним спектром випадкової ве-
личини 𝜉 i позначається 𝐷𝜉.

Дискретнi розподiли, якi фiгурують в навчальнiй лiтературi в пере-
важнiй бiльшостi мають або скiнченнi спектри, або спектри, переважна
бiльшiсть точок яких є iзольованими.

В науковiй лiтературi дискретним розподiлам з всюди щiльним у де-
якому вiдрiзку спектром придiлено небагато уваги. Прикладом такого є
розподiл, зосереджений на множинi рацiональних чисел вiдрiзка [0, 1].

Нехай 𝐴 = {0, 1} – алфавiт, 𝐿 = 𝐴 × 𝐴 × ... – простiр послiдовностей

елементiв алфавiту. Якщо
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 – збiжний додатний ряд з сумою 𝑟0,

а (𝜉𝑛) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають
значень 0 i 1 з ймовiрностями 𝑝0𝑛 та 𝑝1𝑛 вiдповiдно (𝑝𝑖𝑛 > 0, 𝑝0𝑛+𝑝1𝑛 = 1),
то розподiл суми 𝜉 випадкового ряду

𝜉 =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝜉𝑛

називають нескiнченною згорткою Бернуллi, керованою даним рядом 𝑎1+
𝑎2 + ... + 𝑎𝑛 + ... ≡ 𝑟0. Зрозумiло, що розподiл випадкової величини 𝜉
зосереджений на вiдрiзку [0; 𝑟0].

Згiдно з вiдомою теоремою Джессена-Вiнтнера розподiл випадкової ве-
личини 𝜉 має чистий лебегiвський тип, тобто належить до одного з трьох
iснуючих типiв: дискретного, абсолютно неперервного або сингулярного.
Причому вiн буде чисто дискретним тодi i тiльки тодi, коли

𝑀 ≡
∞∏︀
𝑛=1

max{𝑝0𝑛, 𝑝1𝑛} > 0.

В залежностi вiд ряду (властивостей ряду) точковий спектр розподiлу
𝜉 може мати рiзнi топологiчнi властивостi. В переважнiй бiльшостi “про-
диктованi” властивостями множини неповних сум (пiдсум) ряду, а саме
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𝐸 = {𝑥 : 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝑎𝑛, (𝜀𝑛) ∈ 𝐿}. Якщо у матрицi ||𝑝𝑖𝑛|| нулiв немає, то

очевидно, що 𝐷𝜉 = 𝐸(𝑎𝑛). Якщо iснують нулi, то 𝐸(𝑎𝑛) ̸= 𝐷𝜉 ⊂ 𝐸(𝑎𝑛).
Оскiльки за своїми властивостями множина 𝐸 може бути 1) або вiд-

рiзком; 2) або скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв; 3) або нiде не щiльною
множиною (додатної або нульової мiри Лебега); 4) або бути канторва-
лом, то дискретнi розподiли нескiнченної згортки Бернуллi можна за цим
принципом класифiкувати.
Приклад 1. Нехай 𝑎𝑛 = 2

3𝑛 . Тодi множина неповних сум даного ряду
є класичною множиною Кантора 𝐶 i при 𝑝𝑖𝑛 > 0 ∀𝑖 ∈ 𝐴 та ∀𝑛 ∈ 𝑁 𝐷𝜉 є
щiльною в 𝐶. В цьому випадку ми кажемо, що дискретний розподiл має
канторiвський тип.

Якщо 𝐸 – вiдрiзок або скiнченне об’єднання вiдрiзкiв, а 𝐷𝜉 щiльна в
𝐸, то кажемо, що 𝜉 має дискретний розподiл салемiвського типу.

Якщо 𝐷𝜉 щiльна в 𝐸, а 𝐸 є канторвалом, то казатимемо, що розподiл
𝜉 канторвального типу. Наведемо приклад канторвального типу. Нехай

3
4 + 2

4 + 3
42 + 2

42 + ...+ 3
4𝑛 + 2

4𝑛 + ... =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛, 𝑎2𝑛−1 = 3
4𝑛 , 𝑎2𝑛 = 2

4𝑛 .

Даний ряд у науковiй лiтературi називають рядом Гатрi-Нiмана. Вiн
є арифметичною сумою двох геометричних рядiв i має множину пiдсум
канторвал – специфiчне об’єднання нескiнченної кiлькостi промiжкiв та
нiде не щiльної множини.

Нагадаємо, що характеристична функцiя розподiлу випадкової вели-
чини 𝜉 називається комплекснозначна функцiя 𝑓𝜉(𝑡), що є вираженням

математичного сподiвання випадкової величини 𝑒𝑖𝑡𝜉, тобто 𝑓𝜉(𝑡) =𝑀𝑒𝑖𝑡𝜉.
Оскiльки (𝜉𝑘) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, то

𝑓𝜉(𝑡) = 𝑀𝑒
𝑖𝑡

∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝜉𝑛
=

∞∏︀
𝑛=1

𝑀𝑒𝑖𝑡𝑎𝑛𝜉𝑛 =
∞∏︀
𝑛=1

(𝑝0𝑛𝑒
𝑖𝑡𝑎𝑛·0 + 𝑝1𝑛𝑒

𝑖𝑡𝑎𝑛·1) =

=
∞∏︀
𝑛=1

(𝑝0𝑛 + cos(𝑡𝑎𝑛) + 𝑖 sin(𝑡𝑎𝑛)).

Числова характеристика 𝐿𝜉 ≡ lim
|𝑡|→∞

sup |𝑓𝜉(𝑡)| є важливою у питаннi

лебегiвської структури (типу) розподiлу. Для дискретних розподiлiв 𝐿𝜉 =
1. Цiкаво по якiй траєкторiї це значення досягається?
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ОДИН КОНТИНУАЛЬНИЙ КЛАС ФРАКТАЛЬНИХ
ФУНКЦIЙ, ОЗНАЧЕНИХ В ТЕРМIНАХ 𝑄3-ЗОБРАЖЕННЯ

ЧИСЕЛ

В.В. НАЗАРЧУК, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝐴𝑠 ≡ {0, 1, ..., 𝑠− 1} — алфавiт 𝑠-символьної системи кодування
чисел, 𝐿𝑠 ≡ 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × ... — простiр послiдовностей елементiв алфавiту,
𝑐 = ∆2

𝑐1...𝑐𝑛 = 𝑐1
2 + ... + 𝑐𝑛

2𝑛 + ..., 𝑐𝑛 ∈ 𝐿2 — класичне двiйкове зображення
числа 𝑐 ∈ [0; 1].

Нехай задано набiр додатних чисел 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2: 𝑞𝑖 ∈ (0; 1), 𝑞0+𝑞1+𝑞2 = 1.
Вiдомо [1], що для довiльного числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿3

така, що

𝑥 = 𝛿𝛼1 +
∞∑︀
𝑖=2

(𝛿𝛼𝑖

𝑖−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗 ) ≡ ∆𝑄3
𝛼1...𝛼𝑛...,

де 𝛿0 ≡ 0, 𝛿1 ≡ 𝑞0, 𝛿2 = 𝑞0 + 𝑞1, тобто 𝛿𝛼𝑛 =
𝛼𝑛−1∑︀
𝑖=0

𝑞𝑖.

Розклад числа в такий ряд називається 𝑄3-представленням числа 𝑥,
скорочений запис ∆𝑄3

𝛼1...𝛼𝑛... – його 𝑄3-зображенням.
Iснують числа, що мають два 𝑄3-зображення:

∆𝑄3

𝛼1...𝛼𝑛−1[𝛼𝑛−1](0) = ∆𝑄3

𝛼1...𝛼𝑛−1𝛼𝑛(2)
.

Такi числа називаються 𝑄3-бiнарними. Решта чисел мають єдине зобра-
ження i називаються 𝑄3-унарними.

Геометрiю 𝑄3-зображення розкривають властивостi цилiндрiв:
∆𝑄3
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 = {[0; 1] ∋ 𝑥 : 𝑥 = ∆𝑄3

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝛼1𝛼2..., (𝛼𝑛) ∈ 𝐿3}.
Цилiндр ∆𝑄3

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 є вiдрiзком[︃
𝑚∑︀
𝑖=1

(𝛿𝑐𝑖
𝑖−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 );
𝑚∑︀
𝑖=1

(𝛿𝑐𝑖
𝑖−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 ) +
𝑚∏︀
𝑖=1

𝑞𝑐𝑖

]︃
,

звiдки слiдує, що |∆𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚𝑐| = 𝑞𝑐|∆𝑄3

𝑐1...𝑐𝑚 |, 𝑐 ∈ 𝐴3. Остання рiвнiсть назива-
ється основним метричним вiдношенням. Оскiльки воно не залежить вiд
довжини основи 𝑐1...𝑐𝑚, а залежить лише вiд останньої цифри, то кажуть
що дане зображення є самоподiбним.

Зазначимо, що коли 𝑞0 = 𝑞1 = 𝑞2 = 1
3 , то 𝑄3-зображення збiгається з

класичним трiйковим зображенням, тобто є його узагальненням.
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Основим об’єктом розгляду є континуальний клас 𝐹 функцiй 𝑓𝑐, 𝑐 ∈
[0; 1]. Функцiя 𝑓𝑐 означується на [0; 1] рiвнiстю:

𝑓𝑐(𝑥 = ∆𝑄3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑄3

|2𝑐1−𝛼1||2𝑐2−𝛼2|...|2𝑐𝑛−𝛼𝑛|..., (1)

(𝑐𝑛) – цифри двiйкового зображення числа 𝑐 = ∆2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛....

Найпростiшими представниками класу 𝐹 є такi функцiї:

𝑓1(𝑥) = 𝑓𝑐(𝑥 = ∆𝑄3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑄3

[2−𝛼1][2−𝛼2][2−𝛼3]...[2−𝛼𝑛]...
, 𝑐 = ∆2

(1) (2)

𝑓2(𝑥) = 𝑓𝑐(𝑥 = ∆𝑄3
𝛼1...𝛼2𝑘−1𝛼2𝑘...

) = ∆𝑄3

[2−𝛼1]𝛼2...[2−𝛼2𝑘−1]𝛼2𝑘...
, 𝑐 = ∆2

(10). (3)

До цього класу 𝐹 i функцiя 𝑓0(𝑥) = 𝑥, коли 𝑐 = 0. Для бiльшостi
функцiй класу 𝐹 коректнiсть їх означень вимагає домовленостi викори-
стовувати лише одне з двох зображень 𝑄3-бiнарних чисел, а саме те, що
мiстить (0). Зауважимо, що кожна з функцiй класу 𝐹 зберiгає цифру 1 у
𝑄3-зображеннi чисел. Фунцiя (2) називається iнверсором 𝑄3-зображення.
Вона є неперервною строго спадною i сингулярною, коли iснує 𝑞𝑖 ̸= 1

3 .

Теорема 1. Множина всiх функцiй (𝐹 ; ∘) разом з операцiєю композицiя
(суперпозицiя) утворює комутативну групу, нейтральним елементом
якої є функцiя 𝑓𝑐, де 𝑐 = 0, а оберненим до 𝑓𝑐 є функцiя сама функцiя 𝑓𝑐.

Зауваження 1. Зауважимо, що для довiльного 𝑐 ∈ [0; 1] має мiсце рiвнiсть

𝑓𝑐 ∘ 𝑓𝐼(𝑐)(𝑥 = ∆𝑄3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑄3

[2−𝛼1][2−𝛼2]...[2−𝛼𝑛]...
,

де 𝐼 – iнверсор двiйкового зображення чисел, тобто
𝐼(𝑐 = ∆2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛...) = ∆2
[1−𝛼1][1−𝛼2]...[1−𝛼𝑛]...

= 1− 𝑥.

Теорема 2. Функцiї 𝑓 класу 𝐹 є неперервними на множинi 𝑄3-унарних
чисел, а на множинi 𝑄3-бiнарних чисел неперервними є лише 𝑦 = 𝑥 i
𝑦 = 𝑓1(𝑥). Якщо iснує такий номер 𝑛, починаючи з якого 𝑐𝑛+1 = 𝑖, 𝑛 ∈ 𝑁 ,
то функцiя 𝑓 є неперервною на кожному цилiндрi 𝑛+1-го рангу, причому
сингулярною, якщо 𝑖 = 1, 𝑞0 ̸= 𝑞2 i лiнiйною в рештi випадкiв.

У доповiдi будуть представленi результати дослiдження структурних,
тополого-метричних, фрактальних та диференцiальних властивостей фун-
кцiй класу 𝐹 в залежностi вiд значень параметрiв 𝑐𝑛.

Лiтература

[1] Працьовитий М.В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних розподiлiв. —
Київ: НПУ iменi М.П.Драгоманова, 1998. – 296 с.

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна
Email address: nazarchukvalentyna@imath.kiev.ua

Iнститут математики НАН України, УДУ iменi Михайла Драгоманова
Email address: prats4444@gmail.com

Секцiя 2. «Метричної теорiї чисел, геометрiї, фрактального аналiзу»

77



ОДИН КОНТИНУАЛЬНИЙ КЛАС ФРАКТАЛЬНИХ

ФУНКЦIЙ, ОЗНАЧЕНИХ В ТЕРМIНАХ ЛАНЦЮГОВОГО

𝐴2-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

О.О. НIКОРАК, С.П. РАТУШНЯК

Нехай 𝐴2 = {𝑒0; 𝑒1} — алфавiт (0 < 𝑒0 < 𝑒1, 𝑒0 ·𝑒1 = 1
2 ), 𝐿2 = 𝐴2×𝐴2×...

— простiр послiдовностей елементiв алфавiту.
Ланцюговим 𝐴2-дробом (𝐴2-дробом) називається нескiнченний ланцю-

говий дрiб виду
1/𝑎1 + 1/𝑎2 + 1/𝑎3 + ... ≡ [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...], 𝑎𝑛 ∈ 𝐴2.

Вiдомо, що [1]для для будь-якого 𝑥 ∈ [ 1
2𝑒1

; 1
2𝑒0

] iснує послiдовнiсть

(𝑎𝑛) ∈ 𝐿2, така що

𝑥 = [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...] ≡ ∆𝐴2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛....

Скорочений запис∆𝐴2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛... називається ланцюговим 𝐴2-зображенням

числа 𝑥, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑥) — його 𝑛-ою цифрою.
Iснують числа, що мають два 𝐴2-зображення:

∆𝐴2

𝑎1...𝑎𝑛−1𝑒0(𝑒0𝑒1)
= ∆𝐴2

𝑎1...𝑎𝑛−1𝑒1(𝑒1𝑒0)
.

Вони називаються 𝐴2-бiнарними. Очевидно, що множина таких чисел є
злiченною. Решта чисел вiдрiзку [ 1

2𝑒1
; 1
2𝑒0

] мають єдине 𝐴2-зображення

(вони називаються 𝐴2-унарними).
Означення 1.Цилiндром рангу𝑚 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 називається мно-

жина ∆𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 така, що ∆𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 = {𝑥 : 𝑥 = ∆𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑎1𝑎2..., (𝑎𝑛) ∈ 𝐿2}.

Цилiндр ∆𝐴2
𝑐1...𝑐𝑚 є вiдрiзком з кiнцями ∆𝐴2

𝑐1...𝑐𝑚(𝑒0𝑒1)
i ∆𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑒1𝑒0)
(де

лiвий, а де правий кiнець, залежить вiд парностi i непарностi числа 𝑚).
Довжина цилiндра ∆𝐴2

𝑐1...𝑐𝑚 при 𝑒0 = 1
2 обчислюється за формулою

|∆𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 | = 1

(𝑞𝑚−1 + 𝑞𝑚)(𝑞𝑚−1 + 2𝑞𝑚)
,

де 𝑞𝑚 — знаменник пiдхiдного дробу 𝑚-го порядку, що є значенням скiн-
ченного ланцюгового дробу [0; 𝑎1, ..., 𝑎𝑚].

З останньої формули слiдує вираз основного метричного вiдношення
|∆𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐|
|∆𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 |
=

1 + 𝑐 𝑞𝑚−1

𝑞𝑚

2𝑐2 + 1 + 2𝑐 𝑞𝑚−1

𝑞𝑚

, 𝑐 ∈ 𝐴2.

Основним об’єктом дослiдження є функцiя, означена рiвнiстю

𝑓(𝑥 = ∆𝐴2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...) = ∆𝐴2

1
2𝑎1

1
2𝑎2

... 1
2𝑎𝑛

...
. (1)
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Оскiльки умова 𝑒0𝑒1 = 1
2 є необхiдною i достатньою для того, щоб си-

стема зображення чисел нескiнченними ланцюговими 𝐴2-дробами мала
нульову надлишиковiсть (лише злiченна множина чисел мала два зобра-
ження), то при виконаннi цiєї умови маємо 1

2𝑒𝑖
= 𝑒1−𝑖, 𝑖 ∈ {0, 1}.

Функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю (1) є коректно означеною на множинi
𝐴2-бiнарних чисел, оскiльки
𝑓(∆𝐴2

𝑎1...𝑎𝑛𝑒0(𝑒0𝑒1)
) = ∆𝐴2

1
2𝑎1

... 1
2𝑎𝑛

𝑒1(𝑒1𝑒0)
= ∆𝐴2

1
2𝑎1

... 1
2𝑎𝑛

𝑒0(𝑒0𝑒1)
= 𝑓(∆𝐴2

𝑎1...𝑎𝑛𝑒1(𝑒1𝑒0)
).

Зазначимо, що оскiльки 𝑒0 – довiльне число з (0; 1√
2
), то рiвнiсть (1)

задає континуальну сiм’ю функцiй 𝑓 .
Функцiя 𝑓 цилiндр 𝑚-го переводить в цилiндр того ж рангу, причому

𝑓(
1

2𝑒1
= ∆𝐴2

(𝑒1𝑒0)
) =

1

2𝑒0
, 𝑓(

1

2𝑒0
= ∆𝐴2

(𝑒0𝑒1)
) =

1

2𝑒1
.

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є неперервною строго спадною на всiй областi

визначення i має складну тополого-метричну локальною структуру.

Кажуть, що функцiя є фрактальною, коли хоча б одна суттєва для
неї множина (диференцiального, варiацiйного, метричного тощо характе-
ру) має структурну або метричну фрактальнiсть [2]. Наступна теорема
розкриває змiст фрактальностi функцiї 𝑓 , означених рiвнiстю (1).

Теорема 2. Графiк Γ𝑓 функцiї 𝑓 є автомодельною множиною 𝑅2 зi

структурою автомодельностi Γ𝑓 = Γ0 ∪ Γ1, де Γ𝑖 є образом Γ при пере-

твореннi

𝛾𝑖 :

{︃
𝑥′ = 𝛿𝑒𝑖(𝑥) =

1
𝑒𝑖+𝑥

,

𝑦′ = 𝛿 1
2𝑒𝑖

(𝑦) = 2
𝑒𝑖+2𝑦 ,

𝑖 ∈ {0, 1},

де 𝛿𝑒𝑖(𝑥 = ∆𝐴2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...) = ∆𝐴2

𝑒𝑖𝑎1𝑎2...𝑎𝑛... – оператор правостороннього зсуву

цифр зображення з параметром 𝑒𝑖, 𝑒𝑖 ∈ 𝐴2.

У доповiдi пропонуються результати застосування ланцюгових зобра-
жень чисел до задання та дослiдження iнших функцiй зi складними стру-
ктурними властивостями.
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МНОЖИНА ЗНАЧЕНЬ ОДНIЄЇ КОМПЛЕКСНОЗНАЧНОЇ

ФУНКЦIЇ

В.Г. ПАРИПСА, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝐴 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} – алфавiт, 𝐿 = 𝐴 × 𝐴 × ... – простiр
послiдовностей елементiв алфавiту. Тодi для довiльного числа 𝑥 ∈ [0; 1]
iснує послiдовнiсть елементiв алфавiту (𝛼𝑛) така, що

𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

8𝑛 ≡ ∆8
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розклад числа 𝑥 у вiсiмковий ряд називається вiсiмковим представле-
нням числа, а скороченний запис ∆8

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... — його вiсiмковим зобра-
женням. Iснують числа, що мають два вiсiмкових зображення (вiсiмково-
рацiональнi). Це числа виду ∆8

𝛼1...𝛼𝑛−1𝛼𝑛(0)
= ∆8

𝛼1...𝛼𝑛−1[𝛼𝑛−1](8). Решта

чисел мають єдине зображення (вiсiмково-iррацiональнi.)
Продуктивним поняття в геометрiї чисел є оператори правосторонньо-

го i лiвостороннього зсувiв. Нагадаємо їх змiст.
Оператором лiвостороннього зсуву цифр вiсiмкового зображення чи-

сел називається функцiя 𝜔(𝑥), означена рiвнiстю
𝜔(𝑥 = ∆8

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆8
𝛼2𝛼3...𝛼𝑛... = 8𝑥− 𝛼1(𝑥).

Оператором правостороннього зсуву вiсiмкового зображення чисел з
параметром 𝑖 ∈ 𝐴8 називається функцiя 𝛿𝑖(𝑥):

𝛿𝑖(𝑥 = ∆8
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆8

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
= (𝑥+ 𝑖)8−1.

Нехай задано послiдовнiсть чисел (𝑟𝑛)
∞
𝑛=0, таку що

𝑟𝑛 = 𝜏𝑟𝑛−1, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝜏 =

√
2−

√
2(2−

√
2−

√
2)√

2+2
, 𝑟0 > 0.

Основним об’єктом дослiдження є комплекснозначна функцiя

𝑧(𝑥 = ∆8
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) =

∞∑︀
𝑛=1

(𝑟𝑛−1 − 𝑟𝑛)𝜀𝛼𝑖
, де 𝜀𝑖 =

8
√
1, 𝑖 ∈ 𝐴8.

Теорема 1. Множина значень функцiї 𝑧 є самоподiбним фракталом.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, тополого-
метричних та фрактальних властивосте функцiї 𝑧.

Лiтература

[1] Працьовитий М.В., Турбiн А.Ф. Фрактальнi множини, функцiї, розподiли. — Київ:
Наук. думка, 1992. — 208 с.

УДУ iменi М.П. Драгоманова, Iнститут математики, Київ, Україна

Email address: parypasvova@gmail.com, prats4444@gmail.com

XII Всеукраїнська наукова конференцiя молодих математикiв

80



ФРАКТАЛЬНI ФУНКЦIЇ З ДВОМА ЗМIННИМИ

В.I. ПЛАКИДА, I.М. ЛИСЕНКО

Розглядається функцiя 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), де 𝑥 ∈ [0; 1], 𝑦 ∈ (0; 1),

𝑥 =
𝛼1

2
+
𝛼2

22
+ ...+

𝛼𝑛
2𝑛

+ ... ≡ ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,

𝛽0 = 0, 𝛽1 = 𝑦, 𝑞0 = 𝑦, 𝑞1 = 1− 𝑦,

𝑧 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁

𝑘=2

𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
.

Як бачимо, двiйкове зображення аргумента 𝑥 породжене послiдовнiстю
(𝛼𝑛) нулiв та одиниць, якi визначають число 𝑧 через послiдовнiсть (𝛼𝑛) i
𝑄2-зображення чисел з параметром 𝑦.

Незважаючи на те, що злiченна множина чисел має два рiзних зобра-

ження, те ж саме стосується i 𝑄2-зображення, функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) є коректно
означеною.

Функцiя 𝑧 є неперервною при кожному фiксованому значеннi 𝑦, при-
чому сингулярною при 𝑦 ̸= 1

2 . Вона опукла вниз при 𝑦 < 1
2 i вгору при

𝑦 > 1
2 , має самоафiнний графiк i є розв’язком системи функцiональних

рiвнянь {︃
𝜙( 𝑡2 ) = 𝑦𝜙(𝑡),

𝜙( 1+𝑡2 ) = 𝑦 + (1− 𝑦)𝜙(𝑡).

Доповiдь присвячена результатам дослiдження властивостей функцiй

𝑓(𝑥, 𝑦) при фiксованому 𝑥.
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ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ОДНОГО КЛАСУ ФУНКЦIЙ

I.I. ПРОДАН

Нехай 𝐴 = {0, 1} — алфавiт, 𝑞0 — фiксований число (𝑞0 ∈ (0; 1)), 𝑞1 ≡
1− 𝑞0. Вiдомо [2], що для ∀𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛), 𝛼𝑛 ∈ 𝐴, що

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︀
𝑘=2

(𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
) ≡ ∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,

де 𝛽𝛼𝑘
= 𝛼𝑘𝑞1−𝛼𝑘

, 𝑘 ∈ 𝑁 . Вираз ∆𝑄2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... називається 𝑄2-зображенням

числа 𝑥. Iснують числа (𝑄2-бiнарнi числа), що мають два зображення:

∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−10(1)
= ∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛−11(0)
. Множина 𝑄2-бiнарних чисел є злiчен-

ною. Решта чисел вiдрiзка [0; 1] мають єдине зображення (𝑄2-унарнi).
Далi розглядаються лише тi 𝑄2-зображення чисел, якi мiстять нескiн-
ченну кiлькiсть одиниць. Згiдно з цiєю домовленiстю кожне 𝑄2-бiнарне
число має єдине зображення. Здiйснивши перекодування 𝑄2-зображення

чисел за правилом ∆𝑄2

0...0⏟ ⏞ 
𝑎1−1

10...0⏟ ⏞ 
𝑎2−1

1...10...0⏟ ⏞ 
𝑎𝑛−1

1...
= ∆

𝑞∞0
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑁 , отримає-

мо нескiнченно-символьне 𝑞∞0 -зображення чисел iнтервалу (0; 1] [2].
Об’єктом дослiдження є функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю:

𝑓(𝑥 = ∆
𝑞∞0
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...) = ∆

𝑞∞0
𝑏1𝑏2...𝑏𝑛...

, де 𝑏𝑛 = 𝑛+ |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1| ∀𝑛 ∈ 𝑁 .
Функцiя 𝑓 є неперервною на множинi 𝑄2-унарних чисел i розривною в

усiх 𝑄2-бiнарних точках.

Теорема 1. Множина значень функцiї 𝑓 збiгається з континуальною

нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега

𝐶[𝑞∞0 ;𝑉𝑛] = {𝑥 = ∆
𝑞∞0
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛..., 𝑎𝑛 ∈ 𝑉𝑛 ≡ {𝑛, 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, ...}, 𝑛 ∈ 𝑁}.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних та фра-
ктальних властивостей функцiї 𝑓 .
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ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI IНВЕРСОРА ЦИФР

МАРКОВСЬКОГО ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

Д.М. СЕРГIЙКО

Нехай 𝐴 ≡ {0, 1, 2} – алфавiт, 𝐿 ≡ 𝐴×𝐴× ... – простiр послiдовностей,

𝑞0, 𝑞1, 𝑞2 – набiр додатних дiйсних чисел:
2∑︀
𝑖=0

𝑞𝑖 = 1, ||𝑞𝑖𝑗 ||3×3 – матриця:

𝑞𝑖0 + 𝑞𝑖1 + 𝑞𝑖2 = 1 ∀𝑖 ∈ 𝐴, 𝑞𝑖𝑗 > 0. Тодi ∀𝑥 ∈ [0; 1] ∃ (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 така, що

𝑥 = 𝛽𝛼1 +
∞∑︀
𝑘=1

(𝛽𝛼𝑘𝛼𝑘+1

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝛼𝑗+1) ≡ ∆𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,

де 𝛽𝛼𝑘𝛼𝑘+1
≡ 𝑞𝛼1

𝛼𝑘+1−1∑︀
𝑖=0

𝑞𝛼𝑘𝑖, 𝛽𝛼1 ≡
𝛼1−1∑︀
𝑖=0

𝑞𝑖. Розклад числа 𝑥 в ряд нази-

вається марковським представленням, а скорочений запис ∆𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... —

марковським зображенням цього числа. Якщо 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖𝑗 ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴, то мар-

ковське зображення збiгається з 𝑄3-зображенням, якщо ж 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖𝑗 = 1
3

∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴, то збiгається з класичним трiйковим зображенням.

Основним об’єктом розгляду є функцiя 𝐼, означена на [0; 1] рiвнiстю
𝐼(𝑥 = ∆𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆[2−𝛼1][2−𝛼2]...[2−𝛼𝑛]....

Означення функцiї 𝐼 є коректним на множинi чисел, що мають два

формально рiзних зображення: ∆𝛼1𝛼2...𝛼𝑛(0) = ∆𝛼1𝛼2...[𝛼𝑛−1](2). Функцiя 𝐼
є неперервною i строго спадною на вiдрiзку [0; 1], причому 𝐼(𝑎) = 1 − 𝑎,
𝑎 = {0, 1}. Функцiя 𝐼 зберiгає цифру 1 у марковському зображеннi числа.

Теорема 1. Якщо для елементiв матрицi ||𝑞𝑖𝑗 || виконуються рiвностi

𝑞𝑖𝑖 = 𝑞𝑖, 𝑞𝑖 ∈ 𝐴, що рiвносильно тому, що 𝑞𝑖𝑗 + 𝑞𝑖𝑘 = 𝑞𝑗 + 𝑞𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐴 то

Γ𝑖𝑖 ∼ Γ𝑖, де Γ𝑖 = {(𝑥 = ∆𝑖𝛼1...; 𝑦 = ∆[2−𝑖][2−𝛼1]...) ∈ 𝑅2 : 𝑦 = 𝐼(𝑥)}.
У доповiдi пропонують результати дослiдження структурних, фракталь-

них та диференцiальних властивостей функцiї 𝐼.
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ГЕОМЕТРIЯ ЧИСЕЛ I СИСТЕМИ КОДУВАННЯ ДIЙСНИХ

ЧИСЕЛ З НЕНУЛЬОВОЮ НАДЛИШКОВIСТЮ

Ю.О. СИМОНЕНКО

Нехай 𝐴𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑠 − 1} – алфавiт, 𝐿𝑠 = 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × ... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту. Тодi ∀𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть

(𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑠 така, що 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝛼𝑛

𝑠𝑛 ≡ ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розклад числа в 𝑠-ковий ряд називається 𝑠-ковим представленням, а
скороченний запис ∆𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... – 𝑠-ковим зображенням числа.
Розглядається множина 𝐶[𝑠;𝑉𝑛] = {𝑥 : 𝑥 = ∆𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝑉𝑛 ⊂ 𝐴𝑠}.
Вiдомо, що за своїми топологiчними властивостями ця множина мо-

же бути вiдрiзком або об’єднаннями вiдрiзкiв, множиною канторiвського
типу (досконалою нiде не щiльною) або злiченним об’єднанням чисел. В
загальнiй постановцi задача про встановлення топологiчного типу, мiри
Лебега цiєї множини вивчена [1]. Суттєво складнiшою є аналогiчна зада-
ча, якщо 𝑥 означений в термiнах 𝑠-кового зображення чисел з ненульовою
надлишковiстю. Нагадаємо його змiст для одного спецiального випадку.

Нехай 𝐴′ = 𝐴𝑠⊕𝐴𝑠, 𝐿′ = 𝐴′×𝐴′× .... Тодi ∀𝑥 ∈ [0; 2] iснує послiдовнiсть

(𝑎𝑛) ∈ 𝐿′ така, що має мiсце розклад 𝑥 =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑠𝑛 ≡ ∆𝑎1𝑎2...𝑎𝑛....

Зазначимо в такiй системi зображення iснують числа, що мають кон-
тинуальну кiлькiсть рiзних зображень. Далi ми зосереджуємо свою увагу
на системi зображення чисел з надлишковим алфавiтом у випадку 𝑠 = 3.

Теорема 1. Якщо 𝑉𝑛 = {0, 1, 3, 4} для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то множи-

на 𝐶 спiвпадатиме з множиною неповних сум ряду
∞∑︀
𝑖=1

( 1
3𝑛 + 3

3𝑛 ), яка

задовольняє необхiдну умову канторвальностi множини.

Теорема 2. Якщо 𝑉𝑛 = {0, 4} для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 , то множина 𝐶 буде

досконалою нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.
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𝛼-ЗОБРАЖЕННЯ ЛЮРОТА ТА МНОЖИНИ ЧИСЕЛ,
ЗАДАНI ОБМЕЖЕННЯМИ НА СИМВОЛИ ЦЬОГО

ЗОБРАЖЕННЯ

К.Ю. СОКОЛОВА

Нехай 𝛼 := {𝐴𝑛 : 𝑛 ∈ N} — злiченне розбиття одиничного iнтервалу 𝒰 ,
яке складається з непорожнiх вiдкритих справа i закритих злiва iнтер-
валiв. Передбачається, що елементи 𝛼 впорядкованi справа налiво, почи-
наючи з 𝐴1. I нехай 𝑎𝑛 — мiра Лебега 𝜆 (𝐴𝑛) , 𝐴𝑛 ∈ 𝛼 та 𝑡𝑛 :=

∑︀∞
𝑘=𝑛 𝑎𝑘

— мiра Лебега 𝑛-го залишку 𝛼. Зрозумiло, що 𝑡1 :=
∑︀∞
𝑘=1 𝑎𝑘 = 1 для

кожного розбиття 𝛼. Також корисно мати на увазi, що 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 − 𝑎𝑛.

Означення 1. Для даного розбиття 𝛼, визначимо вiдображення 𝐿𝛼 :
𝒰 → 𝒰 таке, що:

𝐿𝛼(𝑥) :=

⎧
⎨
⎩

(𝑡𝑛 − 𝑥)

𝑎𝑛
, 𝑥 ∈ 𝐴𝑛, 𝑛 ∈ N

0, 𝑥 = 0.

Вiдображення 𝐿𝛼 називається вiдображенням 𝛼-Люрота [1].

Означення 2. Для кожного розбиття 𝛼 вiдображення 𝐿𝛼 призводить до
розкладання чисел в ряд на 𝒰 , який має назву розклад 𝛼-Люрота.

Позначимо скiнченний розклад 𝛼-Люрота через [𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑘]𝛼, для де-
якого 𝑘 ∈ N, i нескiнченний — через [𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, . . .]𝛼. Розклад 𝛼-Люрота
визначатимемо наступним чином [2] :

𝑥 = 𝑡𝑙1 +
∞∑︁

𝑛=2

(−1)𝑛−1

(︃∏︁

𝑖<𝑛

𝑎𝑙𝑖

)︃
𝑡𝑙𝑛 = 𝑡𝑙1 − 𝑎𝑙1𝑡𝑙2 + 𝑎𝑙1𝑎𝑙2𝑡𝑙3 − · · · =

= [𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, . . .]𝛼 .

Для класичного розкладу Люрота J. Galambos в 1976 роцi [3] показав, що
для майже для всiх 𝑥 ∈ (0, 1] вiдносно мiри Лебега

lim
𝑛→+∞

log𝐿𝑛(𝑥)

log 𝑛
= 1.

де 𝐿𝑛(𝑥) = max {𝑙1(𝑥), . . . , 𝑙𝑛(𝑥)} — найбiльша цифра серед 𝑛 перших
цифр числа 𝑥.

Це означає, що майже для всiх 𝑥 найбiльшi цифри 𝑥 наближаються
до нескiнченностi з лiнiйною швидкiстю. 3 iншого боку, iснують точки,
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цифри яких можуть бути довiльно великими. Це призводить до питання,
чи можливо, що для якоїсь точки 𝑥, 𝐿𝑛(𝑥) може наближатися до нескiн-
ченностi з iншою швидкiстю. У зв’язку з цим було розглянуто множину

𝐸(𝛼) =

{︂
𝑥 ∈ (0, 1] : lim

𝑛→+∞
log𝐿𝑛(𝑥)

log 𝑛
= 𝛼

}︂
(𝛼 ≥ 0),

в термiнах розмiрностi Хаусдорфа. I доведено наступну теорему.

Теорема 1. Для деякого числа 𝛼 ≥ 0,dim𝐻 𝐸(𝛼) = 1.

Зауваження 1. Дану проблему для класичного розкладу Люрота було
розглянуто L. Shen в роботi [4].
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АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI МОМЕНТIВ ОДНОГО
РОЗПОДIЛУ З НЕЗАЛЕЖНИМИ 𝑄2-СИМВОЛАМИ

Б. В. ХАЛЕЦЬКИЙ, О.П. МАКАРЧУК

Нехай 𝑞0 = 1
3 , 𝑞1 = 2

3 , 𝛽0 = 0, 𝛽1 = 𝑞0. Добре вiдомо [1], що для кожного
𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) кожний елемент якої рiвний 0 або 1
така, що

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

+∞∑︁

𝑘=2

⎛
⎝𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗

⎞
⎠ . (1)

Нехай (𝜉𝑘) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набу-
вають значень 0, 1 з ймовiрностями 2

3 , 1
3 вiдповiдно. Розглянемо випад-

кову величину

𝜉 =
∞∑︁

𝑘=1

∆𝑄2

𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...
.

Теорема 1. Для розподiлу 𝜉 виконуються умови

𝑀(𝜉𝑛) =
3

3𝑛+1 − 2− 3 · 2𝑛
𝑛−1∑︁

𝑘=0

2𝑘𝐶𝑘𝑛𝑀(𝜉𝑘) ∀𝑛 ∈ 𝑁.

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝑀(𝜉𝑛) = 1.
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ВЛАСТИВОСТI ОДНОГО КЛАСУ ФУНКЦIЙ ТИПУ

СЕРПIНСЬКОГО, ПОВ’ЯЗАНИХ З РЯДАМИ КАНТОРА

Н.В. ЧЕРЧУК, Н.А. ВАСИЛЕНКО

Класична неперервна нiде не диференцiйовна функцiя Серпiнського [1]
є одним з найпростiших (з точки зору задання) прикладiв функцiй з ло-
кальними особливостями, для задання якої використовуються п’ятiркова
та трiйкова системи зображення дiйсних чисел. Наявний розвинутий апа-
рат ефективних засобiв побудови та дослiдження функцiй з локальними
особливостями [3] дозволяє розширити класи таких функцiй та вивча-
ти iншi їх властивостi та застосування [2,4]. Саме одному з таких класiв
функцiй, побудова якого мiстить конструкцiю функцiї Серпiнського, але
використовує для задання канторiвську систему зображення дiйсних чи-
сел i полiосновне 𝑄3 -зображення, присвячена дана доповiдь.

Нехай 𝐴𝑠𝑘 ≡ {0, 1, ..., 𝑠𝑘 − 1} — послiдовнiсть алфавiтiв (𝑠𝑘 = 2𝑘 + 1,
𝑘 ∈ N). Визначимо на 𝐴𝑠𝑘 дискретну функцiю

𝛾(𝛼) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

0, якщо 𝛼 = 0,

1, якщо 𝛼 ∈ 𝐴𝑘 ∖ {0, 𝑠𝑘 − 1},
2, якщо 𝛼 = 𝑠𝑘 − 1.

Для кожної послiдовностi (𝛼𝑘) ∈ 𝐿 ≡ 𝐴∞
𝑠𝑘

= 𝐴1 × ... × 𝐴𝑘 × ... визначимо
послiдовнiсть (𝑐𝑘):

𝑐1 = 𝑐2 = 0, 𝑐𝑘 =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑐𝑘−1, якщо 𝛼𝑘−1 ̸= 𝑠𝑘−1 − 1

2
,

1− 𝑐𝑘−1, якщо 𝛼𝑘−1 =
𝑠𝑘−1 − 1

2
.

Розглядається сiм’я неперервних нiде не диференцiйовних на вiдрiзку
[0; 1] функцiй, аргумент якої подається канторiвським зображення дiй-
сних чисел з послiдовнiстю основ (𝑠𝑘):

𝑥 =
𝛼1

𝑠1
+

𝛼2

𝑠1 · 𝑠2
+...+

𝛼𝑘
𝑠1 · 𝑠2 · ... · 𝑠𝑘

+... ≡ ∆(𝑠𝑘)
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

, 𝐴𝑠𝑘 ≡ {0, 1, ..., 𝑠𝑘−1},

а значення функцiї має наступний 𝑄3-розклад

𝑔(𝑥) = 𝑔(∆
(𝑠𝑘)
𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑘(𝑥)...

) = ∆𝑄3

𝛽1𝛽2...𝛽𝑘...
, 𝛽𝑘 ∈ 𝐴3 ≡ {0, 1, 2},

𝛽1 = 𝛾(𝛼1), 𝛽𝑘 =

{︃
𝛾(𝛼𝑘), якщо 𝑐𝑘 = 0,

2− 𝛾(𝛼𝑘), якщо 𝑐𝑘 ̸= 0,
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Теорема 1. Функцiя 𝑔 є неперервною в кожнй точцi вiдрiзка [0; 1].

Теорема 2. Функцiя 𝑔 є нiде не монотонною на вiдрiзку [0; 1], прирiст
якої на кожному цилiндрi ∆𝑠𝑘

𝑑1𝑑2...𝑑𝑚
рангу 𝑚 визначається за формулою

𝜇𝑔(∆𝑑1𝑑2...𝑑𝑚) = (−1)𝑐𝑚
𝑚∏︁

𝑖=1

𝑔𝑑𝑖 .

Теорема 3. Функцiя 𝑔 є нiде не диференцiйовною.

У доповiдi пропонуються результати дослiджень структурних, дифе-
ренцiальних властивостей та фрактальних властивостей множин рiвнiв
класу функцiй 𝑔.
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АРИФМЕТИЧНА СУМА ЧИСЛОВИХ МНОЖИН I

КАНТОРВАЛИ

Д.С. ШПИТЮК

Арифметична сума числових множин це бiнарна алгебраїчна опера-
цiя, яка двом числовим множинам 𝐴 i 𝐵 ставить у вiдповiднiсть числову
множину 𝐶, таку що 𝐶 = 𝐴⊕𝐵 = {𝑥 : 𝑥 = 𝑎+ 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.

Вiдомо, що арифметична сума двох 1) вiдкритих числових множин є
вiдкритою множиною, 2) замкнених множин є замкненою множиною, 3)
досконалих множин є досконалою множиною, 4) рiвнопотужних (рiзно-
потужних) множин успадковує потужнiсть масивнiшої множини.

Ми цiкавимось арифметичною сумою множин, що мають складну ло-
кальну структуру, зокрема є самоподiбними, самоафiнними тощо.

Нехай 𝐴𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑠 − 1} – алфавiт, 𝐿𝑠 = {(𝛼𝑛) : 𝛼𝑛 ∈ 𝐴𝑠, 𝑛 ∈ 𝑁}.
Тодi ∀𝑥 ∈ [0; 1] ∃(𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑠, така що 𝑥 =

∞∑︀
𝑖=1

𝑠−𝑖𝛼𝑖 ≡ ∆𝑠
𝛼1...𝛼𝑛..., де ∆

𝑠
𝛼1...𝛼𝑛...

називається 𝑠-ковим зображенням числа.
Розглядається класична множина Кантора

𝐶[3; {0, 2}] = {𝑥 ∈ [0; 1] : 𝑥 = ∆3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ {0, 2}, 𝑛 ∈ 𝑁},

i множина канторiвського типу (досконала нiде не щiльна)
𝐶[9; {0, 1, 7, 8}] = {𝑥 ∈ [0; 1] : 𝑥 = ∆9

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ {0, 1, 7, 8}, 𝑛 ∈ 𝑁}.
Теорема 1. Арифметична сума множини 𝐶[3; {0, 2}]⊕𝐶[9; {0, 1, 7, 8}] є
канторвалом.

Зауважимо, що канторвалом називається множина гомеоморфна мно-

жинi 𝑇 = [0; 1]∖
∞⋃︀
𝑛=1

𝐺2𝑛,𝐺𝑘 =
⋃︀

𝛼1∈0,2
...

⋃︀
𝛼𝑘−1∈{0,2}

(∆3
𝛼1...𝛼𝑘−11(0)

; ∆3
𝛼1...𝛼𝑘−11(2)

).

У доповiдi будуть представленi результати дослiдження властивостей ари-
фметичних сум множин канторiвського типу, зокрема таких, що є мно-
жинами неповних сум додатних рядiв.
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ВIДНОВЛЮЮЧЕ СПЕКТРАЛЬНЕ ЧИСЛО ГРАФА 𝐾4

ОЛЕКСАНДР АВЕРКIН, ЛАРИСА ТИМОШКЕВИЧ

В спектральнiй теорiї графiв велике значення мають рiзноманiтнi за-
дачi вiдновлення графiв (див. [1], [2], [3]).

Означення 1. Зважений граф 𝐺 = (𝑉,𝐸,𝑤) визначається множиною
вершин 𝑉 , де 𝑉 — непорожня скiнченна множина, множиною ребер 𝐸,
де 𝐸 — довiльна пiдмножина множини всiх невпорядкованих пар рiзних
елементiв множини 𝑉 , а також ваговою функцiєю 𝑤 : 𝐸 → (0,+∞), яка
ставить у вiдповiднiсть кожному ребру 𝑒 числове значення 𝑤(𝑒).

Постановка задачi. Розглянемо наступну задачу вiдновлення для зва-
жених графiв: нехай ми маємо граф 𝐺, нашою метою є однозначне вiд-
новлення вагової функцiї 𝑤 зваженого графа 𝐺 = (𝐺,𝑤) за спектрами
певних його iндукованих пiдграфiв. Тобто нас цiкавить можливiсть ви-
значення ваг на ребрах вихiдного графа за значеннями спектрiв цих пiд-
графiв. Спектр пiдграфа будемо називати пiдспектром. Мiнiмальну кiль-
кiсть таких пiдспектрiв, за якими можна однозначно вiдновити вагову
функцiю, будемо позначати як вiдновлююче спектральне число графа 𝐺,
тобто 𝑆𝑟𝑛(𝐺). Кожен граф 𝐺 породжує двi задачi: наведення прикладiв
пiдспектрiв, за якими можливе вiдновлення, та знаходження вiдновлюю-
чого спектрального числа.

Лема 1. Вiдновлення ваг за спектрами пiдграфiв може бути розгляну-
то як аналогiчна задача вiдновлення, проведеного за характеристични-
ми многочленами цих пiдграфiв.

Означення 2. Лiнiйний пiдграф графа 𝐺 є пiдграфом, у якому всi ком-
поненти зв’язностi складаються лише з ланцюгiв на двох вершинах (ре-
бер) та простих циклiв. Позначимо його як𝐻𝑘, де 𝑘 — це кiлькiсть вершин
у цьому пiдграфi.

Означення 3. Каркасний пiдграф графа 𝐺 — це лiнiйний пiдграф, який
включає всi вершини початкового графа.

Запровадимо деякi позначення для лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘: 𝑝(𝐻𝑘) —
кiлькiсть компонент зв’язностi, якi мiстять парну кiлькiсть вершин; 𝑟(𝐻𝑘)
— загальна кiлькiсть компонент зв’язностi; 𝑐(𝐻𝑘) — множина компонент
зв’язностi, якi є циклами. Крiм того, за 𝑤(𝐻𝑘) будемо позначати вагу
𝐻𝑘, яка обчислюється як добуток ваг його компонент зв’язностi. Вага
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компоненти зв’язностi, що є ребром (𝑖, 𝑗), дорiвнює 𝑤2
𝑖𝑗 , а вага компоненти

зв’язностi, що є циклом, розраховується як добуток значень 𝑤𝑖𝑗 по всiм
його ребрам (𝑖, 𝑗).

Теорема 1. [4] Якщо 𝑃𝐺(𝜆) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘𝜆
𝑛−𝑘 = 𝜆𝑛+𝑐1𝜆

𝑛−1+𝑐2𝜆
𝑛−2+· · ·+𝑐𝑛,

– характеристичний многочлен графа 𝐺 = (𝐺,𝑤), то

(1) 𝑐1 = 0;

(2) 𝑐2 = −
∑︁

𝑒∈𝐸(𝐺)

𝑤(𝑒)2

(3) 𝑐𝑘 =
∑︁

{𝐻𝑘}
(−1)𝑟(𝐻𝑘)2𝑐(𝐻𝑘)𝑤(𝐻𝑘) для 𝑘 = 1, . . . , 𝑛

Твердження 1. Згiдно теореми 1 характеристичний многочлен для
повного графа 𝐾4 (рисунок 1) має наступний вигляд:
𝑃𝐾4(𝜆) = 𝜆4−𝜆2(𝑎21+𝑎22+𝑎23+𝑎24+𝑎25+𝑎26)−2𝜆(𝑎1𝑎4𝑎5+𝑎1𝑎2𝑎6+𝑎2𝑎3𝑎5+
𝑎3𝑎4𝑎6) + 𝑎21𝑎

2
2 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎25𝑎

2
6 − 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + 𝑎1𝑎3𝑎5𝑎6 + 𝑎2𝑎4𝑎5𝑎6)

Рис. 1 Рис. 2

Теорема 2. Для повного графа 𝐾4 вiдновлююче спектральне число 𝑆𝑟𝑛(𝐾4) =
6 та для вiдновлення вагової функцiї 𝑤 треба знати пiдспектри таких
6 пiдграфiв: 𝐴1

2, 𝐴2
2, 𝐴3

2, 𝐴4
2, 𝐴5

2, 𝐴6
2 (рисунок 2).
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ПРО БЛОКИ У ГРАФАХ IЗ ПАРНИМИ ТА НЕПАРНИМИ
ВIДСТАНЯМИ МIЖ НЕ ТОЧКАМИ З’ЄДНАННЯ

К.О. АНТОШИНА, С.О. КОЗЕРЕНКО

Вершина графа називається точкою з’єднання, якщо її видалення збiль-
шує кiлькiсть компонент зв’язностi. Наприклад, для зв’язного графа 𝐺
вершина 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) є точкою з’єднання, якщо граф 𝐺 − 𝑢 незв’язний.
Дерево – це зв’язний ациклiчний граф. Легко бачити, що не точками
з’єднання дерева є в точностi вершини степеня 1, якi називаються ви-
сячими. У роботi [3] дослiджувався спецiальний клас графiв пiд назвою
сильно унiкально незалежнi графи. Це такi графи 𝐺, в яких iснує єдина
максимальна незалежна множина вершин 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝐺), що її доповнення
𝑉 (𝐺)∖𝐴 теж незалежна в 𝐺. Зокрема, було показано, що сильно унiкаль-
но незалежнi дерева (надалi просто SUIT) характеризуються як дерева
iз парними вiдстанями мiж їхнiми висячими вершинами. Узагальнюючи
цей клас дерев, у роботi [1] було розглянуто зв’язнi графи iз парними вiд-
станями мiж їхнiми не точками з’єднання (NCE-графи) та графи з цими
непарними вiдстанями (NCO-графи).

Твердження 1. [1] Зв’язний граф є NCE-графом тодi й тiльки тодi,
коли вiн двочастковий, причому всi його не точки з’єднання лежать у
спiльнiй частцi.

Реберним графом 𝐿(𝐺) графа 𝐺 називається граф перетинiв родини
𝐸(𝐺). Тобто, вершинами 𝐿(𝐺) є ребра 𝐺, а ребрами – пари ребер 𝐺, якi
мають спiльну вершину.

Теорема 1. [1] Зв’язний граф є NCO-графом тодi й тiльки тодi, коли
вiн iзоморфний реберному графу деякого SUIT’a.

Граф називається двозв’язним, якщо вiн зв’язний та не має точок
з’єднання. Блок у графi – це його максимальний двозв’язний пiдграф.
Графом блокiв 𝐵(𝐺) графа 𝐺 називається граф перетинiв множин вер-
шин усiх блокiв у 𝐺. Таким чином, вершинами 𝐵(𝐺) є блоки 𝐺, а ребрами
– пари блокiв, якi мiстять (єдину) спiльну точку з’єднання.

Теорема 2. [2] Граф 𝐻 iзоморфний графу блокiв деякого графа 𝐺 тодi й
лише тодi, коли в 𝐻 кожен блок є повним пiдграфом.

Наприклад, дерева є графами блокiв. Блок у графi називатимемо ви-
сячим, якщо вiн має не бiльше одної точки з’єднання.
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Твердження 2. Кожен висячий блок у NCE-графi є висячим ребром.

Iз Твердження 2 одразу слiдує, що будь-який NCE-граф iз хоча би дво-
ма вершинами має хоча би двi висячi вершини. Наступна теорема описує
NCE-графи з рiвно двома висячими вершинами. Позначимо через 𝐵2(𝐺)
пiдграф графа блокiв 𝐵(𝐺), який породжений усiма мостами в 𝐺.

Теорема 3. Граф 𝐺 є NCE-графом iз рiвно двома висячими вершинами
тодi й тiльки тодi, коли 𝐺 – непарний ланцюг або 𝐺 не ланцюг i виконанi
наступнi умови:

(1) граф блокiв 𝐵(𝐺) є ланцюгом iз хоча би двома вершинами;
(2) кожен блок у 𝐺 iзоморфний 𝐾2 або 𝐾2,𝑚 для 𝑚 ≥ 2;
(3) кожен блок 𝐵 ≃ 𝐾2,𝑚 iз 𝑚 ≥ 2 у 𝐺 має точно двi точки з’єднання

в 𝐺, якi складають частку 𝐵;
(4) кожна компонента зв’язностi 𝐵2(𝐺), яка не мiстить висячi

вершини з 𝐵(𝐺), має парну кiлькiсть вершин;
(5) кожна компонента зв’язностi 𝐵2(𝐺), яка мiстить висячi вер-

шини з 𝐵(𝐺), має непарну кiлькiсть вершин.

Використовуючи схожу iдею, що i в доведеннi теореми 2, отримано
наступний результат.

Твердження 3. Кожен зв’язний граф блокiв iзоморфний графу блокiв
деякого NCE-графа.

Для NCO-графiв це питання також має доволi просту вiдповiдь.

Твердження 4. Граф 𝐻 є графом блокiв деякого NCO-графа тодi й тiль-
ки тодi, коли 𝐻 є SUIT’ом.

Зауважимо. що оскiльки ребернi графи дерев збiгаються з їхнiми гра-
фами блокiв, то теорему 1 можна вважати описом графiв блокiв SUIT’iв.
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ЧИСЛО ЗАГАЛЬНОГО ПОЛОЖЕННЯ ДЛЯ ALL-PATH

ОПУКЛОСТI ТА НОВИЙ АЛГОРИТМ

В.О. ГАПОНЕНКО, С.О. КОЗЕРЕНКО

Застосування абстрактної теорiї опуклостi [7] в теорiї графiв зробило
значний внесок у вирiшення задач комп’ютерного зору [6] та актуальних
задач пов’язаних iз поширенням iнфекцiї [1]. За допомогою концепцiй з
теорiї опуклостi був представлений спосiб вiдновлення графа [3], який мо-
же бути використаним для застосувань пов’язаних зi збереженням даних.

Центральним поняттям цiєї доповiдi є графова all-path опуклiсть, яка
вперше була представлена у роботi [5]. Пiзнiше в статтi [4] була нада-
на характеристика all-path опуклих множин та дослiдженi алгоритмiчнi
аспекти цiєї опуклостi. All-path опуклiсть породжена iнтервальною фун-
кцiєю 𝐼 : 𝑉 × 𝑉 → 2𝑉 , яка парi вершин графа ставить у вiдповiднiсть
множини вершин всiх простих ланцюгiв мiж ними. Таким чином, all-path
опуклою (або просто, AP-опуклою) множиною називається пiдмножина
графа 𝑆 ⊂ 𝑉 (𝐺) така, що 𝐼(𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑆 для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆.

Важливим аспектом дослiдження абстрактних опуклостей є обчислен-
ня їх числових iнварiантiв. Одним iз них є число загального положення
(або просто, gp–число). А саме, нехай (𝑋, 𝐼) – множина iз заданою iн-
тервальною функцiєю на нiй. Тодi gp–число це потужнiсть найбiльшої
пiдможини 𝐴 ⊂ 𝑋, що 𝐼(𝑎, 𝑏)∩𝐴 = {𝑎, 𝑏} для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. Називатимемо
блок у графi блоком–листком, якщо вiн має рiвно одну точку з’єднання.

Теорема 1. [2] У зв’язному але не двозв’язному нетривiальному графi

gp–число для all-path опуклостi дорiвнює кiлькостi його блокiв–листкiв.

Також ми презентуємо покращення алгоритму зi статтi [4] для визначе-
ння того чи множина 𝑆 є AP-опуклою. Найгiрша часова складнiсть нашо-
го алгоритму 𝑇 (𝐺) = |𝑉 (𝐺)|+ 4|𝐸(𝐺)|, що перевершує вiдомий алгоритм
(адже найкраща його часова складнiсть 𝑇 (𝐺) = 2|𝑉 (𝐺)|+ 4|𝐸(𝐺)|) [2].
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КОНСТРУКЦIЯ ЗНАКОВОГО РЕБЕРНОГО ГРАФА

Б.-Я.В. ДЕХТЯР, С.О. КОЗЕРЕНКО

Для орграфа 𝐷 = (𝑉 (𝐷), 𝐴(𝐷)), його реберним орграфом [1] називає-
ться орграф 𝐿(𝐷) iз множиною вершин 𝑉 (𝐿(𝐷)) = 𝐴(𝐷) i множиною дуг
𝐴(𝐿(𝐷)) = {(𝛼, 𝛽) : ℎ(𝛼) = 𝑡(𝛽)} (тут для дуги 𝛼 = (𝑢, 𝑣) ми позначаємо
ℎ(𝛼) = 𝑣 i 𝑡(𝛼) = 𝑣). Таким чином, вершинами реберного орграфа є дуги
𝐷, а дугами – пари дуг, якi йдуть “одна в одну”. Схожим чином визнача-
ється й реберний граф 𝐿(𝐺) для неорiєнтованих графiв 𝐺. Виявляється,
що на неорiєнтованих графах графовий оператор 𝐿 майже iн’єктивний [2].
А саме, має мiсце вiдома теорема Вiтнi: маючи реберний граф, ми можемо
однозначно вiдновити початковий граф (iз точнiстю до iзоморфiзму), за
винятком пари графiв 𝐾3, 𝐾1,3. З iншого боку, реберний оператор 𝐿 на
орiєнтованих графах не має такої властивости.

У цiй роботi ми введемо нову конструкцiю, яка разом iз реберним ор-
графом дозволить однозначно вiдновити початковий орграф. Спочатку
нам знадобиться поняття знакового графа. Для графа 𝐺 знаковою фун-
кцiєю називається довiльне вiдображення вигляду 𝑠 : 𝐸(𝐺) → {+,−}, що
переводить ребра 𝐺 у знаки + та −. Знаковий граф – це пара (𝐺, 𝑠), де 𝑠
є знаковою функцiєю на 𝐺.

Маючи орграф 𝐷, назвемо його знаковим реберним графом 𝐶𝑠(𝐷) впо-
рядковану пару (𝐺, 𝑠), де 𝐺 – це неорiєнтований граф iз множиною вер-
шин 𝑉 (𝐺) = 𝐴(𝐷) i множиною ребер 𝐸(𝐺) = {𝛼𝛽 : ℎ(𝛼) = ℎ(𝛽) або 𝑡(𝛼) =
𝑡(𝛽)}, а знакова функцiя 𝑠 : 𝐸(𝐺) → {+,−} дiє за правилом: 𝑠(𝛼𝛽) = +,
якщо ℎ(𝛼) = ℎ(𝛽). Таким чином, вершинами знакового графа 𝐶𝑠(𝐷) є ду-
ги 𝐷, його ребра вiдповiдають парам дуг зi спiльним початком чи спiль-
ним кiнцем; 𝑠 же є знакова функцiя на 𝐺 така, що ребро 𝛼𝛽 є позитивним,
якщо кiнцi цих дуг спiвпадають (i негативним, якщо дуги мають однако-
вий початок).

Правильним розфарбуванням на вершинах графа називатимемо таке
розфарбування його вершин у два кольори, за якого кожнiй парi сумi-
жних вершин приписуються рiзнi кольори. Графом клiк 𝐾(𝐺) назива-
ється граф перетинiв множин вершин усiх клiк (максимальних повних
пiдграфiв) у графi 𝐺. Перший наш результат є характеризацiя знакового
реберного графа.
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Теорема 1. Нехай 𝐺 є неорiєнтований граф, а 𝑠 : 𝐸(𝐺) → {+,−} є
знакова функцiя на ребрах 𝐺. Тодi (𝐺, 𝑠) = 𝐶𝑠(𝐷) для деякого орграфа 𝐷
тодi й тiльки тодi, коли:

(1) кожна клiка 𝐺 мiстить ребра одного знаку;
(2) 𝑠 породжує правильне розфарбування на вершинах 𝐾(𝐺).

Зауважимо, що наведена теорема має такий наслiдок: якщо для графа
𝐺 iснують знакова функцiя 𝑠 та орграф 𝐷 такi, що (𝐺, 𝑠) = 𝐶𝑠(𝐷), то 𝐺
є реберний граф двочасткового графа.

Нехай 𝐿 є реберний орграф, 𝐶𝑠 = (𝐺, 𝑠) є знаковий реберний граф
(граф, що задоволяє умови теореми 1) i |𝑉 (𝐿)| = |𝑉 (𝐺)|. Тодi бiєкцiя
𝜑 : 𝑉 (𝐿) → 𝑉 (𝐺) називається допустимою, якщо iснує орграф 𝐷, для
якого виконуються наступнi умови:

∙ 𝐿(𝐷) ≃ 𝐿; назвемо вiдповiдний iзоморфiзм 𝜓𝐿 : 𝑉 (𝐿(𝐷)) → 𝑉 (𝐿).
∙ 𝐶𝑠(𝐷) ≃ 𝐶𝑠; назвемо вiдповiдний iзоморфiзм 𝜓𝐶𝑠 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐶𝑠).
∙ 𝜑 ∘ 𝜓𝐿 = 𝜓𝐶𝑠.

Зауважимо, що областi визначення функцiй 𝜑 ∘ 𝜓𝐿 та 𝜓𝐶𝑠 однаковi й
дорiвнюють 𝐴(𝐷) = 𝑉 (𝐿(𝐷)) = 𝑉 (𝐺).

Теорема 2. Для реберного орграфа 𝐿 i знакового реберного графа 𝐶𝑠 =
(𝐺, 𝑠) бiєкцiя 𝜑 : 𝑉 (𝐿) → 𝑉 (𝐺) є допустимою тодi й тiльки тодi, коли:

∙ для всiх 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐿) : 𝜑(𝑁+
𝐿 (𝑢)) є негативна клiка в 𝐶𝑠, а 𝜑(𝑁−

𝐿 (𝑢))
є позитивна клiка;

∙ Якщо 𝐾 є позитивна (негативна) клiка в 𝐶𝑠, то для всiх 𝑢, 𝑣 ∈
𝜑−1(𝑉 (𝐾)) виконано 𝑁+

𝐿 (𝑢) = 𝑁+
𝐿 (𝑣) (𝑁−

𝐿 (𝑢) = 𝑁−
𝐿 (𝑣)).

Твердження 1. Нехай 𝐿 є реберний орграф, 𝐶𝑠 = (𝐺, 𝑠) є знаковий
реберний граф, а 𝜑 : 𝑉 (𝐿) → 𝑉 (𝐺) є допустима бiєкцiя мiж ними. Тодi
iснує єдиний орграф 𝐷 iз 𝐿 ≃ 𝐿(𝐷) та 𝐶𝑠 ≃ 𝐶𝑠(𝐷).
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КОГОМОМОРФIЗМИ ГРАФIВ I МЕТРИЧНI

ВIДОБРАЖЕННЯ МIЖ ЇХНIМИ ДОПОВНЕННЯМИ

А.О. ГАК, Ю.-Л.В. ДЕХТЯР, С.О. КОЗЕРЕНКО, I.П. РОМАНЮК

У роботi розглядаються лише простi неорiєнтованi скiнченнi графи.
Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) мiж множинами вершин двох графiв 𝐺,
𝐻 називається гомоморфiзмом, якщо для всiх ребер 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) виконує-
ться 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻).

Для зв’язного графа 𝐺 через 𝑑𝐺 позначатимемо звичайну вiдстань на
множинi вершин 𝑉 (𝐺), де 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) дорiвнює довжинi найкоротшого лан-
цюга мiж 𝑢 та 𝑣 у𝐺. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) мiж двома зв’язними
графами 𝐺 i 𝐻 називається метричним, якщо 𝑑𝐻(𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)) ≤ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣)
для всiх пар вершин 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺). Наступний результат показує, що гомо-
морфiзми є метричними вiдображеннями.

Твердження 1. [2] Нехай 𝐺 i 𝐻 зв’язнi графи. Тодi 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) є
метричним тодi й тiльки тодi, коли 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻) або 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣)
для всiх ребер 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺).

Цей критерiй метричних вiдображень можна використати як їхнє озна-
чення на випадок будь-яких (не обов’язково зв’язних) графiв.

Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) називається когомоморфiзмом [1],
якщо 𝑓−1(𝑒) ∈ 𝐸(𝐺) для всiх ребер 𝑒 ∈ 𝐸(𝐻[Im 𝑓 ]). Наприклад, якщо
образ Im 𝑓 є незалежною множиною, тодi 𝑓 є когомоморфiзмом. Також iз
означення одразу слiдує, що кожен когомоморфiзм мiж𝐺 i𝐻 є метричним
вiдображенням мiж доповненнями 𝐺 i 𝐻. Проте, не навпаки: розглянемо
вiдображення 𝑓 циклу 𝐶4 у 𝐾2, при якому пари протилежних вершин iз
𝐶4 переходять у двi вершини 𝐾2. Тодi 𝑓 є метричним мiж 𝐶4 = 2𝐾2 i 𝐾2,
але не є когомоморфiзмом. Ми покажемо, що цi два класи вiдображень
досить сильно вiдрiзняються навiть у класi гомоморфiзмiв.

Спершу ми наведемо характеризацiю гомоморфiзмiв, якi є метричними
вiдображеннями мiж доповненнями. Нагадаємо, що двi вершини 𝑢, 𝑣 ∈
𝑉 (𝐺) називаються фальшивими близнюками, якщо 𝑁𝐺(𝑢) = 𝑁𝐺(𝑣) (тут
𝑁𝐺(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑥𝑦 ∈ 𝐸(𝐺)} позначає окiл вершини 𝑥 у графi 𝐺).

Теорема 1. Для 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) наступнi умови еквiвалентнi:

(1) 𝑓 є гомоморфiзмом мiж 𝐺, 𝐻 i метричним мiж 𝐺, 𝐻;
(2) для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) маємо: 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) тодi й лише тодi, коли

𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻);
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(3) 𝑓 задовольняє двi умови:
∙ для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) iз 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣) слiдує 𝑢 = 𝑣 або 𝑢, 𝑣 є
фальшивими близнюками;

∙ 𝑓 iндукує iзоморфiзм 𝐺/𝑅𝑓 ≃ 𝐻[Im 𝑓 ] (тут 𝑅𝑓 = {(𝑢, 𝑣) ∈
𝑉 (𝐺)2 : 𝑓(𝑢) = 𝑓(𝑣)}).

Наслiдок 1. Для графiв 𝐺 i 𝐻 iснує гомоморфiзм 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻),
який є метричним вiдображенням мiж їхнiми доповненнями тодi й
тiльки тодi, коли iснує вiдношення еквiвалентностi 𝑅 на 𝑉 (𝐺) та-
ке, що 𝑅 є подрiбненням вiдношення “бути фальшивими близнюками”
й фактор-граф 𝐺/𝑅 iзоморфний деякому породженому пiдграфу 𝐻.

Для опису когомоморфiзмiв графiв нам знадобляться новi позначення.
Через Iso(𝐺) ми позначаємо множину iзольованих вершин графа 𝐺. Для
вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) покладемо

𝐴(𝑓) = {𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) : 𝑓(𝑢) /∈ Iso(𝐻[Im 𝑓 ])}.
Теорема 2. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) є когомоморфiзмом тодi
й тiльки тодi, коли звуження 𝑓 на 𝐴(𝑓) є iн’єкцiєю, а обернене вiд-
ображення 𝑓−1 : 𝑓(𝐴(𝑓)) → 𝐴(𝑓) є гомоморфiзмом мiж вiдповiдними
породженими пiдграфами.

Наслiдок 2. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) є гомоморфiзмом та ко-
гомоморфiзмом тодi й тiльки тодi, коли 𝑓(Iso(𝐺)) = Iso(𝐻[Im 𝑓 ]) та
звуження 𝑓 на 𝑉 (𝐺)∖ Iso(𝐺) є iзоморфiзмом на свiй образ.

Наслiдок 3. Нехай 𝐺 i 𝐻 зв’язнi графи. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻)
є одночасно гомоморфiзмом i когомоморфiзмом тодi й тiльки тодi, коли
𝑓 є iзоморфiзмом на свiй образ.
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ONE GENERALIZATION OF THE SPECIAL LINEAR GROUP
AND MATRIX EQUATIONS

RUSLAN SKURATOVSKII1, OLHA ZAKOLENKO2

We generalize the group of unimodular matrices [1] and find its structure.
For this goal we propose one extension of the special linear group.

Let SL2(Fp) denotes the special linear group of degree 2 over a finite field
of order p.

Definition 1. The set of matrices

{Mi : Det(Mi) = ±1,Mi ∈ GL2(Fp)}

forms extended special linear group in GL2(Fp) and is denoted by ESL2(Fp).

As it is studied by us ESL2(Fp) has a structure of semidirect product

SL2(Fp) o C2, where C2 ≃
⟨(

−1 0
0 1

)⟩
.

Theorem 1. Let A be a simple matrix and A ∈ SL2(F) [2], then for A there
is a solution B ∈ SL2(F) of the matrix equation

X2 = A (1)

if and only if

trA + 2 (2)

is quadratic element in F or 0, where F is a field.
If X ∈ ESL2(F) then the matrix equation (1) has a solutions iff

trA ± 2 (3)

is a quadratic element in F or 0. This solution X ∈ ESL2(F) \ SL2(F)
iff (trA − 2) is quadratic element or 0 in F but (trA + 2) is not. Conversely
X ∈ SL2(F) iff (trA + 2) is quadratic element. Solutions belong to ESL2(F)
and SL2(F) iff (trA + 2) and (trA − 2) are quadratic elements. In the case
A ∈ GL2(F) this condition (2) takes form:

trA ± 2
√

detA (4)

is quadratic element in F or 0 and detA is quadratic too.
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Theorem 2. If a matrix A ∈ GL2(Fp) is semisimple [2] with different eigen-
values and at least one an eigenvalue λi ∈ Fp2 \ Fp, i ∈ {1, 2}, p > 2, then√

A ∈ GL2(Fp) iff of A satisfies:

(
λi

p
) = 1 in the square extention that is Fp2 .

Matrices with a determinant −1 correspond to the elements changing Eu-
clidean space orientation.

Corollary 1. Let A be simple matrix and A ∈ SL2(Fp) [2], then for matrix
A ∈ SL2(Fp) there is a solution B ∈ SL2(Fp) of the matrix equation

X2 = A (5)

if and only if
(

tr A + 2

p

)
∈ {0, 1}. (6)

If X ∈ ESL2(Fp) then the matrix equation (5) has a solution iff
(

tr A ± 2

p

)
∈ {0, 1}. (7)

This solution X ∈ ESL2(Fp) \ SL2(Fp) iff
(

trA−2
p

)
= 1 or 0, but

(
trA+2

p

)
=

−1. Conversely X ∈ SL2(Fp) iff
(

trA+2
p

)
= 1. Solutions Xi ∈ ESL2(F) and

SL2(F) iff
(

trA+2
p

)
= 1 and (tr A − 2) = 1. In the case A ∈ GL2(Fp) this

condition (2) takes form:
(

tr A ± 2
√

detA

p

)
∈ {0, 1}. (8)

Corollary 2. If A ∈ GL(F2) the condition 2 takes the form:
(

trA
p

)
∈ {0, 1}.
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КЛАСИФIКАЦIЯ ЗЛIЧЕННИХ ГРАФIВ КОКСТЕРА
T4

2,𝑛+𝑚+1,∞ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ IНДЕКСУ У ПРОМIЖКУ(︁√︀√
5 + 2; 3√

2

]︁

К. ЛУЧКА, Л. ТИМОШКЕВИЧ

Дослiджена класифiкацiя злiченних графiв Кокстера T4
2,𝑛+𝑚+1,∞ зi

значеннями iндексу у промiжку
(︁√︀√

5 + 2; 3√
2

]︁
. Iснує декiлька пiдходiв

для розширення спектральної теорiї графiв зi скiнченного випадку на
злiченний, у роботi прийнято пiдхiд B. Mohar (див. [1]). Iндекси графiв
мають широке коло застосувань, наприклад, у теорiї представлень (див.
[2]). Обмеження на iндекс графа впливають на структуру графа, часто
можна навести повний перелiк можливих графiв, що задовольняють їм
(див. [3, 4, 5, 6]).

Граф визначається як впорядкована пара 𝐺 = (𝑉,𝐸), де 𝑉 є непоро-
жньою множиною, а 𝐸 — пiдмножиною множини усiх невпорядкованих
пар деяких елементiв з 𝑉 . 𝑉 вiдома як множина вершин графа 𝐺, i 𝐸
вiдома як множина ребер графа 𝐺.

Граф Кокстера G визначається як пара (𝐺, 𝑓), де 𝐺 – граф, 𝑓 – вiд-
ображення множини ребер графа 𝐺 у множину, що складається з нату-
ральних чисел, котрi не меншi за 3 та символа ∞. Граф 𝐺 називається
пiдпорядкованим графу Кокстера G = (𝐺, 𝑓).

Зображення графа Кокстера представляють дiаграмою пiдпорядкова-
ного графа з позначкою 𝑓(𝑒) над кожним ребром 𝑒. Число 3 над ребрами
не пишеться i такi ребра є непозначеними. Iншi ребра, котрi мають по-
значку 4 i вище, називають позначенеми.

Злiченним графом Костера називають граф зi злiченною множиною
вершин. Позначимо через 𝐹𝑖𝑛(G) множину всiх скiнченних пiдграфiв гра-
фа G.

Спектр матрицi — це множина усiх її власних значень. Оскiльки ма-
триця сумiжностi A(G) скiнченного графа G порядку 𝑛 симетрична, то
його спектр складається лише з дiйсних чисел. Позначимо власнi зна-
чення матрицi як 𝜆𝑖, де (𝑖 = 1, ..., 𝑛) та розташуємо точки спектру 𝜆𝑖 в
порядку спадання: 𝜆G = 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ... ≥ 𝜆𝑛.

Спектром графа G називають спектр матрицi сумiжностi A(G). По-
значають як 𝜎(G). Вiн не залежить вiд способу нумерацiї вершин, а тому
є iнварiантом.
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Характеристичним многочленом матрицi сумiжностi називають 𝑃G(𝜆) =
|𝜆𝐼 −𝐴(G)|.

Iндексом графа називають найбiльше власне значення 𝜆G матрицi су-
мiжностi 𝐴 графа G.

Iндексом злiченного графа називаємо додатне число або символ ∞, ви-
значенi рiвнiстю

indG = sup
Г∈Fin(G)

indГ

Теорема 1. Нехай G – злiченний зв’язний граф Кокстера з пiдпорядко-
ваним 𝑇 4

2,𝑛+𝑚+1,∞-графом, тодi

∙ якщо 𝑛 = 1, то 𝑖𝑛𝑑 T4
2,𝑛+𝑚+1,∞ < 3√

2

∙ якщо 𝑛 ≥ 2, то 𝑖𝑛𝑑 T4
2,𝑛+𝑚+1,∞ > 3√

2

Рис. 1
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ПРО 𝑇 -ГРУПОЇДИ НА СКIНЧЕННИХ ДЕРЕВАХ

К.О. АНТОШИНА, С.О. КОЗЕРЕНКО, К.I. ПЕРВУШИН

В цiй роботi всi графи простi, неорiєнтованi, скiнченнi та зв’язнi. Граф
називається геодетичним, якщо мiж кожною парою його вершин iснує
єдиний найкоротший ланцюг. Наприклад, повнi графи, непарнi цикли та
дерева є геодетичними графами.

На множинi вершин 𝑉 (𝐺) геодетичного графа 𝐺 коректно визначена
бiнарна операцiя +: для 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) покладемо 𝑢 + 𝑢 = 𝑢 та для 𝑢 ̸= 𝑣,
𝑢+ 𝑣 є першою вершиною, вiдмiнною вiд 𝑢, що лежить на (єдиному) най-
коротшому ланцюгу мiж 𝑢 та 𝑣. Пара (𝑉 (𝐺),+) називається 𝑇 -групоїдом
(англ. travel groupoid [1]), породженим геодетичним графом 𝐺. Напри-
клад, якщо 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺), то 𝑢 + 𝑣 = 𝑣, а 𝑣 + 𝑢 = 𝑢. Якщо 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = 2, то
𝑢+ 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 – єдина вершина, яка сумiжна з обома вершинами 𝑢, 𝑣 у 𝐺.

Ми розглядатимемо властивостi 𝑇 -групоїдiв лише на деревах. Отже,
нехай 𝑇 – скiнченне дерево. Iз означення одразу випливає, що операцiя +
є iдемпотентною на 𝑉 (𝑇 ). Також, + комутативна лише у випадку, коли
𝑇 ≃ 𝐾1,𝑛−1 – зiрка. Дiйсно, неважко побачити, що 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 тодi й
тiльки тодi, коли 𝑎 = 𝑏 або 𝑑𝑇 (𝑎, 𝑏) = 2.

Твердження 1. Кiлькiсть (невпорядкованих) комутуючих пар вершин
вiдносно + на деревi 𝑇 дорiвнює 1 + 1

2𝑀1(𝑇 ), де 𝑀1(𝐺) =
∑︀
𝑢∈𝑉 (𝐺) 𝑑

2
𝐺(𝑢)

– це перший загребський iндекс графа 𝐺.

Питання опису асоцiативних трiйок для операцiї + є дещо цiкавiшим.

Теорема 1. Нехай 𝑇 – дерево. Впорядкована трiйка (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑉 (𝑇 )3 є
асоцiативною для + тодi й тiльки тодi, коли 𝑎 = 𝑏, або 𝑎 + 𝑏 = 𝑐, або
𝑏+ 𝑐 = 𝑎.

Iз теореми 1 одразу можна обчислити кiлькiсть таких трiйок, яка як
виявляється, не залежить вiд структури самого дерева.

Наслiдок 1. Кiлькiсть асоцiативних трiйок вiдносно + на 𝑛-вершинному
деревi дорiвнює 3𝑛2 − 2𝑛.

Зауважимо, що опис асоцiативних трiйок лише через операцiю + (а
не структуру дерева) є невипадковим, адже в роботi [1] була отримана
абстрактна характеризацiя 𝑇 -групоїдiв за допомогою трьох властивостей.

Нехай тепер (𝑋, ∘) – деякий групоїд. Його пiдгрупоїдом називається
пiдмножина 𝐴 ⊂ 𝑋, замкнена вiдносно операцiї ∘.
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Твердження 2. Нехай 𝑇 – дерево. Тодi 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝑇 ) є пiдгрупоїдом вiдносно
+ тодi й тiльки тодi, коли 𝐴 – зв’язна множина.

Як i пiдгрупи в групi, пiдгрупоїди в групоїдi утворюють решiтку вiдно-
сно включення. Для 𝑇 -групоїдiв ця решiтка вивчалась ранiше в роботi [2].

Множину 𝐴 ⊂ 𝑋 в групоїдi (𝑋, ∘) назвемо твiрною, якщо найменшим
пiдгрупоїдом у 𝑋, який мiстить 𝐴, є весь 𝑋.

Твердження 3. Нехай 𝑇 – дерево. Тодi 𝐴 ⊂ 𝑉 (𝑇 ) є твiрною вiдносно +
тодi й тiльки тодi, коли 𝐴 мiстить всi висячi вершини 𝑇 .

Таким чином, 𝑇 -групоїд (𝑉 (𝑇 ),+) має єдину найменшу твiрною мно-
жину, якою є множина всiх висячих вершин дерева 𝑇 .

Гомоморфiзмом мiж двома групоїдами (𝑋, ∘) та (𝑌, *) називається вiд-
ображення 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 таке, що 𝑓(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝑓(𝑎) * 𝑓(𝑏) для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋.
Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) мiж графами 𝐺, 𝐻 називається гомо-
морфiзмом, якщо для всiх ребер 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺) виконано 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐻).

Теорема 2. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 (𝑇1) → 𝑉 (𝑇2) мiж двома деревами 𝑇1,
𝑇2 є гомоморфiзмом мiж їхнiми 𝑇 -групоїдами тодi й тiльки тодi, коли
𝑓 – постiйне або є iн’єктивним гомоморфiзмом дерев.
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ПРОСТЕ ДОВЕДЕННЯ РЕАЛIЗАЦIЇ ОДИНИЧНОЇ
ВIДСТАНI ПРИ ПОКРИТТI ПЛОЩИНИ ЧОТИРМА

НЕПЕРЕТИННИМИ МНОЖИНАМИ, ДЕ ХОЧА Б ДВI
ВИМIРНI

Д.А. ЧАУС

Лема 1. Нехай множина 𝐵 = 𝐵1 ∖ 𝐵2, де 𝐵1 гомеоморфна кругу i має
додатню мiру, а множина 𝐵2 має мiру нуль. Нехай C — множина, що
складається з кiл з фiксованим радiусом 𝑟 > 𝑑, де 𝑑 — дiаметр множини
𝐵, i центрами в точках множини B. Тодi 𝐶 = 𝐶1∖𝐶2, де 𝐶1 гомеоморфна
кiльцю, а 𝐶2 — злiченна множина точок.

Лема 2. Нехай 𝑅2 =
⋃︀3
𝑖=1𝐴𝑖 — покриття площини трьома неперетин-

ними множинами, де хоча б одна вимiрна. Тодi знайдуться двi точки,
що належать однiй множинi i лежать на одиничнiй вiдстнi одна вiд
одної.

“1”

не“1”

Рис. 1. Круг кольору “1” описав навколо себе область, в
якiй не може бути точок кольору “1” i в яку можна покла-
сти граф з непарною кiлькiстю вершин

Теорема 1. Нехай 𝑅2 =
⋃︀4
𝑖=1𝐴𝑖 — покриття площини чотирма непере-

тинними множинами, де хоча б двi вимiрнi. Тодi знайдуться двi точки,
що належать однiй множинi i лежать на одиничнiй вiдстнi одна вiд
одної.
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Доведення теореми базується на використаннi описаних лем: не втра-
чаючи загальностi можна розглянути 2 круги кольорiв “1” i “2”, що доти-
каються i тодi у кожного з них будуть областi без вiдповiдних кольорiв за
лемою 1, а також в перетин цих областей можна буде вписати граф з не-
парною кiлькiстю вершин по аналогiї з лемою 2, який i реалiзує одиничну
вiдстань.

“1” “2”не“1” не“2”

не“1” i не“2”

не“1” i не“2”

Рис. 2. Дотичнi круги кольорiв “1” i “2” описали область
навколо, в якiй не може бути жодного з вiдповiдних ко-
льорiв i в яку можна вписати граф з непаною кiлькiстю
вершин
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BOOLEAN NETWORK OPTIMIZATION BY STOCHASTIC
REWIRING

K.O. CHEREVKO

In today’s rapidly evolving technological world, the demand for smaller yet
more powerful computers is escalating at an unprecedented pace, driving a
significant need for research in circuit optimizations. This surge in demand
underscores the critical role of logic synthesis, which lies at the heart of dig-
ital circuit design. Logic synthesis serves as a pivotal stage in converting
a high-level functionality description into an efficient hardware implementa-
tion. It is key to meeting the ever-increasing demands for miniaturization and
performance enhancement in modern electronics.

At its core, logic synthesis aims to optimize various aspects of circuit perfor-
mance, including area, power consumption, speed, and delay, while ensuring
the correct functionality of the circuit.

Among these optimization goals, area minimization stands out as one of
the most straightforward and natural criteria. The size of a circuit directly
impacts factors, such as manufacturing cost, chip area, and overall system
complexity. By developing various solutions for area optimization, we address
the industry’s demand for producing smaller circuits, especially considering
the increase in manufacturing costs of silicon chips [1].

The above-described factors prove the need for new area minimization al-
gorithms. The contribution of this work is a novel algorithm for area mini-
mization which is based on the notion of redundancy addition and removal. A
similar approach has been used in the past, for example, [2] and [3]. However,
the proposed method differs in several ways, in particular, it uses an AIG
data structure for representing the circuit and relies on a simple randomiza-
tion strategy to detect possible additions and removals while maintaining the
correctness of the circuit. Another difference is that the proposed method
targets structural change rather than immediate improvement. This is par-
ticularly important for hard-to-optimize circuits, which can be reduced only
after a substantial restructuring. On top of that algorithm implementation
involves various heuristics such as primary inputs prioritization and the fol-
lowing criterion for acceptable fanins.

Theorem 1. Let 𝑓𝑛 denote the function of the node 𝑛, 𝑓𝑖 denote the function
of the fanin, and 𝑓 𝑐𝑎𝑟𝑒 denote the care set of the node 𝑛. Let 𝑓1 = 𝑓𝑛 represent
the function before adding the fanin, and let 𝑓2 = 𝑓𝑛∧𝑓𝑖 represent the function
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after adding the fanin. Define 𝐷 = 𝑓1⊕ 𝑓2 as the Boolean difference after the
change. Then, for the fanin to be inserted, the following property should hold:

𝐷 ∧ 𝑓 𝑐𝑎𝑟𝑒 = 0 (1)
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ВЕРХНЯ ОЦIНКА ВIДНОВЛЮЮЧОГО СПЕКТРАЛЬНОГО
ЧИСЛА ДЛЯ ГРАФIВ-КАКТУСIВ

КАРИНА ЧЕРНЯВСЬКА, ЛАРИСА ТИМОШКЕВИЧ

Рiзноманiтнi задачi вiдновлення для графiв посiдають значне мiсце в
спектральнiй теорiї графiв (див. [1], [2], [3]).

Зваженим графом 𝐺 називатимемо таку пару (𝐺,𝑤), де 𝐺— це простий
граф, а 𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) — вагова функцiя, тобто вiдображення множини
ребер 𝐸(𝐺) у множину додатних дiйсних чисел.

Постановка задачi. Розглянемо наступну задачу вiдновлення для
зважених графiв: нехай нам вiдомий граф 𝐺, ми хочемо однозначно вiд-
новити вагову функцiю 𝑤 зваженого графа G = (𝐺,𝑤) за спектрами
певних його iндукованих пiдграфiв. Тобто потрiбно аби за значеннями
спектрiв даних пiдграфiв ваги на ребрах вихiдного графа знаходилися
однозначно. Спектр пiдграфа будемо називати пiдспектром. Мiнiмальну
кiлькiсть таких пiдспектрiв будемо називати вiдновлюючим спектраль-
ним числом графа 𝐺, позначення: 𝑆𝑟𝑛(𝐺).

Для графiв-кактусiв розглянемо поставлену задачу i наведемо верхню
оцiнку числа 𝑆𝑟𝑛. Граф-кактус — це зв’язний граф, в якому будь-якi два
простi цикли мають не бiльше, нiж одну спiльну вершину. Еквiвалентно,
будь- яке ребро в такому графi належить максимум одному простому
циклу.

Наведемо формулювання теорем, на яких базується доведення Теореми
3.

Позначимо через 𝑐𝑣(𝐺) кiлькiсть висячих вершин дерева 𝐺. Назвемо
одну з висячих вершин коренем. Через 𝐶𝑉 (𝐺) позначимо множину вися-
чих вершин вiдмiнних вiд кореня.

Теорема 1. [4, 5] Нехай 𝐹 — довiльний зважений граф, 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐹 ) та
𝐻 — дерево з коренем 𝑦. Граф 𝐺 — об’єднання графiв 𝐹, 𝐻 та ребра,
що з’єднує вершини 𝑧 та 𝑦. Тодi за спектрами G та всiх пiдграфiв виду
G − 𝑣, де 𝑣 пробiгає 𝐶𝑉 (𝐻), можна вiдновити ваги на ребрах графа H,
вагу на ребрi (𝑧, 𝑦), а також 𝑃F,𝑃F−{𝑧}.

Теорема 2. (оцiнка 𝑆𝑟𝑛 для дерев) [4, 5].
Нехай G = (𝐺,𝑤) i граф 𝐺 — дерево, тодi 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) та для вiд-

новлення вагової функцiї 𝑤 достатньо знати спектри таких пiдграфiв:
G та всiх пiдграфiв вигляду G− 𝑣, де 𝑣 пробiгає множину 𝐶𝑉 (𝐺).
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Теорема 3. Нехай G = (𝐺,𝑤) i граф 𝐺 — граф-кактус, тодi 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤
𝑐𝑣(𝐺)+3𝑐, де 𝑐 — кiлькiсть простих циклiв у графi-кактусi. За винятком
𝐶4, для якого 𝑆𝑟𝑛(4) = 4.
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ПЕРЕНЕСЕННЯ АДАПТИВНОЇ АНОМIНIЗАЦIЇ У
КОНТЕКСТI КЛАСИФIКАЦIЇ ЗОБРАЖЕНЬ

О.В. АБАШКIН

Дана робота присвячується явищу таргетованого перенесення змагаль-
них атак та перетину цього явища з задачею адаптивної анонiмiзацiї в
контекстi класифiкацiї зображень.

Методи, заснованi на глибокому навчаннi, стали стандартом для рiзних
задач комп’ютерного зору. Тим не менш, вони неодноразово демонстру-
вали свою вразливiсть до рiзних форм порушень вхiдних даних, таких
як модифiкацiя пiкселiв, анонiмiзацiя областей, якi тiсно пов’язанi з зма-
гальними атаками. У статтi[1] запропонований градiєнтний алгоритм що
усуває вразливiсть класифiкатору до змiни у вхiдних даних i водночас
приховує чутливу iнформацiю.
Дане дослiдження, має на метi перевiрити подiбнiсть переносимостi ада-
птивної анонiмiзацiї та перенесимостi змагальних атак, оскiльки цi про-
цеси є подiбними у частинi модифiкацiї вхiдного зображення, а, також
пропонує покращення базового градiєнтного алгоритму, через збiльшен-
ня кiлькостi моделей в процесi адаптацiї.
Вище згаданий алгоритм може бути показаний як оптимiзацiйна пробле-
ма:

̃︀𝑥*𝑏𝑙𝑢𝑟 = argmiñ︀𝑥𝑏𝑙𝑢𝑟∈𝑋𝐼
𝑥𝑜𝑟

𝑑(𝑓1(̃︀𝑥𝑏𝑙𝑢𝑟), 𝑓2(̃︀𝑥𝑏𝑙𝑢𝑟), 𝑓1(𝑥𝑜𝑟), 𝑓2(𝑥𝑜𝑟)), (1)

де 𝐼 - область анонiмiзацiї, а𝑋𝐼
𝑥𝑜𝑟

=
{︀
𝑥 ∈ 𝑋|𝑥[𝑖] = 𝑥𝑜𝑟[𝑖], 𝑖 /∈ 𝐼

}︀
множина

анонiмiзованих зображень. Нехай 𝑓𝑖 : 𝑋 → [0, 1]𝑁 класифiкатор на осно-
вi нейронної мережi, який повертає вектор оцiнок, пов’язаних iз задачею
класифiкацiї на N класiв.
Промiжнi результати показали, що повна переносимiсть анонiмiзацiї не
може бути досягнута базовим алгоритмом. Результати розподiленi насту-
пним чином – Вiдсоток вдало перенесених прикладiв: MobileNetV2-050 -
32%, Resnet152 - 71%, Resnet101 - 69%, VGG16 - 29%, VGG19-BN - 36%.
Покращення алгоритму має на метi досягнути кращих результатiв шля-
хом розширення кiлькостi моделей пiд час процесу адаптацiї.
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ПРОГНОЗНА ЦIНОУТВОРЮЮЧА МОДЕЛЬ ДЛЯ
ТОВАРIВ З ХОЛОДНИМ СТАРТОМ

Р.А. ВЕЛИЧКО, С.С. ДРIНЬ

В данiй роботi була розроблена цiноутворююча модель для товарiв з
холодним стартом за допомогою моделей градiєнтного бустингу.

Метод градiєнтного бустiнгу (Gradient Boosting Decision Trees, GBDT)
— це ансамблевий метод машинного навчання, який використовується для
вирiшення завдань регресiї, класифiкацiї та iнших задач. Даний метод
вперше був запропонований Джеромом Фрiдманом в 1999 роцi.

Ми маємо навчальний набiр даних, який складається з 𝑛 спостережень.
Кожне спостереження мiстить iнформацiю про цiну товару 𝑦𝑖 та його
ознаки (назву та категорiю товару). Також, нам дано певний SKU, для
якого ми хочемо здiйснити прогноз цiни.
Позначимо навчальний набiр як (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), де 𝑥𝑖 - вектор ознак 𝑖-го товару,
𝑦𝑖 - його цiна. Наша мета - побудувати модель 𝐹 (𝑥), яка прогнозує цiну
для нового SKU на основi ознак товару 𝑥.
Модель градiєнтного бустiнгу буде апроксимувати функцiю 𝐹 (𝑥) шляхом
додавання слабких моделей у виглядi ансамблю. Кожна наступна модель
намагатиметься покращити попереднi прогнози шляхом апроксимацiї за-
лишкової функцiї. Апроксимацiя

𝐹 (𝑥) ≈ 𝐹0(𝑥) +
𝑀∑︁

𝑚=1

ℎ𝑚(𝑥),

де 𝐹0(𝑥) - це початкове базове значення, а ℎ𝑚(𝑥) - вклад 𝑚-тої моделi.
Позначимо 𝐹𝑚(𝑥) - прогноз, зроблений моделлю пiсля 𝑚 iтерацiй. При
добавленнi 𝑚-тої моделi, ми намагаємося мiнiмiзувати наступну функцiю
втрат

𝐿(𝑦, 𝐹𝑚−1(𝑥) + ℎ(𝑥)) = 𝐿(𝑦 − (𝐹𝑚−1(𝑥) + ℎ(𝑥)))2,

де 𝐿 - функцiя втрат (квадратична втрата), 𝑦 - цiльова змiнна, 𝐹𝑚−1(𝑥) -
прогноз, зроблений попереднiми моделями, а ℎ(𝑥) - нова модель, яку ми
намагаємося навчити на цiй iтерацiї.
На кожному кроцi 𝑚 ми шукаємо таку модель ℎ𝑚(𝑥), яка мiнiмiзує цю
функцiю втрат шляхом градiєнтного спуску.
Градiєнт буде мати вигляд
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𝜕𝐿

𝜕(𝐹𝑚−1(𝑥) + ℎ(𝑥))
= −2(𝑦 − (𝐹𝑚−1(𝑥) + ℎ(𝑥))).

Отже, пiсля 𝑀 iтерацiй ми отримаємо модель у виглядi ансамблю

𝐹𝑀 (𝑥) = 𝐹0(𝑥) +

𝑀∑︁

𝑚=1

ℎ𝑚(𝑥),

де 𝐹0(𝑥) - початкове базове значення (середнє значення цiни в навчаль-
ному наборi), а ℎ𝑚(𝑥) - вклад 𝑚-тої моделi.
Отже, для прогнозу нової цiни для заданого SKU за допомогою цiн його
найближчих сусiдiв за допомогою GBDT, ми будемо використовувати цю
модель 𝐹𝑀 (𝑥), де 𝑥 - ознаки нового товару.
Для оцiнки нашої моделi використовуються MSE (середньоквадратична
помилка) та MAE (середня абсолютна помилка).
Середньоквадратична помилка (MSE) вимiрює середньоквадратичну рi-
зницю мiж фактичними (𝑦𝑖) та прогнозованими (𝑦𝑖) значеннями цiни то-
вару для всiх 𝑛 спостережень. Формула MSE

MSE =
1

𝑛

𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)
2.

Середня абсолютна помилка (MAE) вимiрює середню абсолютну рiзницю
мiж фактичними (𝑦𝑖) та прогнозованими (𝑦𝑖) значеннями цiни товару для
всiх 𝑛 спостережень. Формула MAE

MAE =
1

𝑛

𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑦𝑖 − 𝑦𝑖|.

Отже використання ансамблю слабких моделей дозволяє досягти висо-
кої точностi прогнозiв, а градiєнтний спуск на кожнiй iтерацiї допомагає
покращувати результати. Дана модель може бути корисним iнструментом
для вирiшення задач цiноутворення та прогнозування попиту на товари.

Лiтература

[1] R. C. Blattberg, S. A. Neslin Sales promotion: Concepts, methods, and strategies
// Prentice Hall Englewood Cliffs, NJ — 1990.

[2] Jerome H. Friedman. Greedy Function Approximation: A Gradient Boosting Machine.
1999.

[3] S. Malik., R. Harode, A. S. Kunwar XGBoost: A Deep Dive into Boosting.

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна
Email address: r.velychko@ukma.edu.ua

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна
Email address: svitlana.drin@ukma.edu.ua

Секцiя 4. «Теорiї алгоритмiв, iнформатики»

119



ТИПИ ВИЩОГО ПОРЯДКУ
У МОВI ПРОГРАМУВАННЯ JAVA

Р.К. ЗАКОЛЕНКО

Мова програмування Java є однiєю з найпоширенiших мов у свiтi роз-
робки програмного забезпечення, завдяки своїй надiйностi, незалежностi
вiд платформи та комплекснiй екосистемi. Узагальнення в Java надають
можливiсть класу, iнтерфейсу або методу працювати з довiльним типом,
зберiгаючи вiдповiдний механiзм безпеки на етапi компiляцiї. Введенi у
Java 5 [1], узагальнення були спрямованi на усунення помилок типiв пiд
час компiляцiї, тим самим пiдвищуючи безпеку, можливiсть повторного
використання та читабельнiсть коду.

Конструктор типiв - це властивiсть типiзованої формальної мови, яка
слугує для створення нових типiв на базi iнших. Наприклад, у Java, List
- це конструктор типiв. Коли йому дано параметр типу, скажiмо, Int,
вiн створює новий тип List[Int]. У cвою чергу, типи вищого порядку
дозволяють конструкторам типiв приймати iншi конструктори типiв як
параметри. Ця концепцiя добре вiдома в мовах, таких як Scala, де вона
використовується для створення узагальненого та повторно використову-
ваного коду:

trait Functor[F[_]]:
def map[A, B](fa: F[A])(f: A => B): F[B]

object OptionFunctor extends Functor[Option]:
def map[A, B](fa: Option[A])(f: A => B): Option[B] =
fa match
case Some(a) => f(a)
case None => None

У прикладi више на Scala, Functor - це trait (схожий на iнтерфейс у
Java) з параметром, який є конструктором типу - F[_]. Функцiя map, ви-
значена в Functor, є загальною для двох типiв A та B i абстрагує будь-який
конструктор типу F. Об’єкт OptionFunctor надає конкретну реалiзацiю
Functor для Option. На противагу цьому, система типiв та синтаксис Java
не пiдтримують цей рiвень абстракцiї з конструкторами типiв. Для забез-
печення iнтеграцiї типiв вищого роду, потрiбно внести змiни до синтаксису
мови та її системи типiв.
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Хоча Java не пiдтримує типiв вищого роду за замовчуванням, є до-
слiдження, якi iмiтують цю функцiю. Бiблiотека Hkt реалiзує механiзм
легкого полiморфiзму вищого порядку [2] за допомогою процесора анота-
цiй. Цей пiдхiд не є дуже ефективним, адже iнодi вiдбувається надмiрне
створення об’єктiв. До того ж вiн вимагає написання надлишкового син-
тетичного коду, який може бути важким для розумiння та пiдтримки. У
Adding Type Constructor Parameterization to Java презентується числення
пiд назвою FGJ [3], яке формалiзує систему типiв, яка дозволяє пара-
метризувати класи та методи конструкторами типiв. Проте наразi немає
вiдповiдної реалiзацiї компiлятора Javа.

⟨Параметри типу⟩ ::= “<” ⟨Параметр типу⟩ { “,” ⟨Параметр типу⟩ } “>”
⟨Параметр типу⟩ ::= ⟨Iдентифiкатор⟩ [ ⟨Параметри типу⟩ ]

Наведена вище EBNF-нотацiя (розширена нотацiя Бекуса–Наура) визна-
чає синтаксис, за допомогою якого можна описувати конструкцiї типiв
вищого порядку у мовi Java, що є кроком до розширення мови та iнте-
грацiї типiв вищого порядку в її систему типiв. Вiдповiдно до цiєї нотацiї
визначення Functor у Java може мати наступний вигляд:

public interface Functor<F<_>> {
<A, B> F<B> map(F<A> fa, Function<A, B> f);

}
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ВИКОРИСТАННЯ СУФIКСНИХ ДЕРЕВ ДЛЯ
ПОКРАЩЕННЯ ОПЕРАЦIЙ ПОШУКУ В СИСТЕМАХ

УПРАВЛIННЯ БАЗ ДАНИХ

Д.В. ЗВАЖIЙ

Анотацiя. Сучаснi системи управлiння базами даних (СУБД) ви-
магають високої швидкостi операцiй пошуку для ефективного вико-
нання бiзнес-задач. Традицiйнi пiдходи iндексацiї, такi як B-дерева
та хеш-таблицi, можуть бути недостатньо ефективними для певно-
го набору запитiв. У цiй доповiдi буде розглянуто альтернативний
пiдхiд iз використанням суфiксних дерев, якi можуть значно покра-
щити швидкiсть пошукових операцiй[1].

Означення. Суфiксне дерево 𝑇 стрiчки 𝑆 довжиною 𝑚 це кореневе орi-
єнтоване дерево, що має 𝑚 листкiв пронумерованих 1..𝑚. Кожна вну-
трiшня вершина, окрiм корення, має щонайменше два ребра, кожне ре-
бро марковане непорожнiм пiдрядком 𝑆. Жодна вершина не може мати
ребра, що починається з одного й того самого символа. Головною осо-
бливiстю суфiксного дерева є те, що конкатенацiя маркувань на ребрах,
починаючи вiд кореня до листка 𝑖, генерує суфiкс стрiчки 𝑆, починаючи
з 𝑖-го символа.[2]

Для задачi iндексацiї потрiбно працювати з колекцiями стрiчок, то-
му в таких випадках краще використовувати узагальненi суфiкснi дере-
ва. Для побудови узагальнених суфiксних дерев також використовують
термiнальний символ, зазвичай “$”. Унiкальнiсть термiнального символу
дозволяє уникнути ситуацiй, коли суфiкс стає префiксом iншого суфiксу.

Також потрiбно ввести набiр операцiй, час виконання яких потрiбно
покращити.

Означення 1. Пошук стрiчки (повне спiвпадiння) - результатом по-
шуку срiчки 𝑆 в колекцiї 𝐶 є всi стрiчки 𝑆1, 𝑆2, ...𝑆𝑛, кожен символ яких
спiвпадає з кожним символом 𝑆, 𝑆𝑛[0] = 𝑆[0], 𝑆𝑛[1] = 𝑆[1], 𝑆𝑛[𝑚 − 1] =
𝑆[𝑚− 1]

Означення 2. Пошук пiдстрiчок - результатом пошуку срiчки 𝑆 в ко-
лекцiї 𝐶 є всi стрiчки 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑛, для кожної з яких iснує таке 𝑖, що
𝑆𝑛[𝑖] = 𝑆[0], 𝑆𝑛[𝑖+ 1] = 𝑆[1], 𝑆𝑛[𝑖+𝑚− 1] = 𝑆[𝑚− 1].
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Означення 3. Пiдстрiчка не входить у стрiчку - результатом пошуку
срiчки 𝑆 в колекцiї 𝐶 є всi стрiчки 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑛, для кожної з яких не
iснує такого 𝑖, що 𝑆𝑛[𝑖] = 𝑆[0], 𝑆𝑛[𝑖+ 1] = 𝑆[1], 𝑆𝑛[𝑖+𝑚− 1] = 𝑆[𝑚− 1].

Означення 4. Починається з - результатом пошуку срiчки 𝑆 в колекцiї
𝐶 є всi стрiчки 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑛, для кожної з яких виконується наступне
𝑆𝑛[0] = 𝑆[0], 𝑆𝑛[1] = 𝑆[1], 𝑆𝑛[𝑚− 1] = 𝑆[𝑚− 1].

Означення 5. Не починаєтсья з - результатом пошуку срiчки 𝑆 в ко-
лекцiї 𝐶 є всi стрiчки 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑛, для кожної з яких виконується на-
ступне

𝑆𝑛[0] ̸= 𝑆[0], 𝑆𝑛[1] ̸= 𝑆[1], 𝑆𝑛[𝑚− 1] ̸= 𝑆[𝑚− 1]

Означення 6. Закiнчується на - результатом пошуку срiчки 𝑆 в ко-
лекцiї 𝐶 є всi стрiчки 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑛, для кожної з яких виконується на-
ступне 𝑆𝑛[𝑖] = 𝑆[0], 𝑆𝑛[𝑖+1] = 𝑆[1], 𝑆𝑛[𝑖+𝑚−1] = 𝑆[𝑚−1], дe n довжина
довiльної стрiчки 𝑆𝑛 та виконується 𝑖+𝑚 = 𝑛

Означення 7. Не закiнчується на - результатом пошуку срiчки 𝑆 в
колекцiї 𝐶 є всi стрiчки 𝑆1, 𝑆2, ..., 𝑆𝑛, для кожної з яких не виконується
наступне 𝑆𝑛[𝑖] = 𝑆[0], 𝑆𝑛[𝑖 + 1] = 𝑆[1], 𝑆𝑛[𝑖 + 𝑚 − 1] = 𝑆[𝑚 − 1], дe n
довжина довiльної стрiчки 𝑆𝑛 та виконується 𝑖+𝑚 = 𝑛

Оцiнки складностi для описаних вище функцiй виглядатимуть насту-
пним чином[2]:

Назва операцiї Оцiнка складностi операцiї (теоретична)

Пошук стрiчки 𝑂(𝑚)
Пошук пiдстрiчок 𝑂(𝑚)

Пiдстрiчка не входить у стрiчку 𝑂(𝑚)
Починається з 𝑂(𝑚)

Не починаєтсья з 𝑂(𝑚)
Закiнчується на 𝑂(𝑚)

Не закiнчується на 𝑂(𝑚)

де m - довжина стрiчки, що приходить на вхiд функцiї пошуку.

Гiпотеза. Впровадження суфiксних дерев у якостi iдексiв для СУБД
зможе знизити час, який необхiдний для виконання пошукових запитiв
такi як: “Пошук стрiчки”, “Пошук пiдстрiчок”, “Пiдстрiчка не входить
у стрiчку”, “Починається з”, “Не починаєтсья з”, “Закiнчується на”, “Не
закiнчується на”.
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ПОБУДОВА ФРАКТАЛIВ СЕРПIНСЬКОГО МЕТОДОМ
«ГРА ХАОСУ»

О.С. ЛОБАНЦОВ, А.С. ЧУЙКОВ

Килим Серпiнського — це плоский фрактал, вперше описаний поль-
ським вченим Вацлавом Серпiнським у 1916 роцi. Його можна вважати
узагальненням вiдомої множини Кантора, яка була вiдкрита у 1883 роцi
нiмецьким математиком Георгом Кантором. Множина Кантора є самопо-
дiбним фракталом, її розмiрнiсть Гаусдорфа дорiвнює log3 2.

У математицi система iтерацiйних функцiй (IFS) є одним iз методiв по-
будови фракталiв. Вiн запропонованi у 1981 роцi Джоном Е. Хатчiнсоном
[1]. Одним iз прикладiв IFS є папороть Барнслi – фрактал, створений бри-
танським математиком Майклом Барнслi i описаний ним у книзi «Фра-
ктали скрiзь» [2]. Алгоритм пiд назвою «Гра Хаосу» є найпоширенiшим
для побудови фракталiв IFS. Вiн складається з вибору випадкової точки
на площинi, а потiм кожна нова точка послiдовностi являє собою задану
долю вiдстанi мiж попередньою точкою i однiєю iз вершин многокутни-
ка. Повторення цього процесу велику кiлькiсть разiв, випадковий вибiр
вершини на кожному кроцi iтерацiї i видалення перших декiлькох точок
послiдовностi часто породжує об’єкт фрактальної природи. Наприклад,
трикутник Серпiнського утворюється при використаннi правильного три-
кутника i коефiцiєнта 0,5.

Нами створений вiзуальний застосунок для створення фракталiв за
алгоритмом «Гра хаосу», який дозволяє створювати простi фрактали у
двовимiрному (трикутник, килим та многокутник Серпiнського) та три-
вимiрному (тетраедр та куб Серпiнського) просторах. У доповiдi будуть
представленi результати роботи цiєї програми.
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ВИКОРИСТАННЯ АЛГОРИТМIВ МУРАШИНОЇ КОЛОНIЇ
ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ МАРШРУТУ БПЛА

Д. Д. МЕРЕЩЕНКО

Мурахи належать до «соцiальних комах». Їх поведiнка заснована на
процесi самоорганiзацiї – сукупностi динамiчних механiзмiв, за допомо-
гою яких система досягає глобальної мети за взаємодiї її елементiв на
низькому рiвнi. Мурахи здiйснюють обмiн iнформацiєю двома способа-
ми: прямим – обмiн харчами, вiзуальнi контакти, та непрямим — викори-
стання стигмереж. Стигмережi здiйснюються за допомогою феромону —
спецiального секрету, що мурахи залишають за собою як слiд. Чим вище
концентрацiя феромону на стежцi, тим бiльше комах буде по нiй рухати-
ся. З часом феромон випаровується, що допомагає мурахам адаптуватися
до змiн навколишнього середовища.

Використання мурашиних алгоритмiв при плануваннi
маршруту БПЛА

Найпростiший маршрут БПЛА можна розглядати, як рух, що почи-
нається з вихiдної точки маршруту, продовжується крейсерським полi-
том мiж поворотними точками та завершується виходом на об’єкт удару
та зниженням до рубежу виконання завдання, тобто до кiнцевої точки
маршруту. Оскiльки в просторi може бути дуже багато рiзних можливих
поворотних точок, вибiр найбезпечнiшого та найвигiднiшого маршруту
БПЛА стає майже неможливим. У виборi таких точок i допомагає мура-
шиний алгоритм, використання якого вперше запропонував Марко Дорiго
в 1992 роцi.

Послiдовнiсть вирiшення задачi

1) Задаємо параметри методу:
𝛼 — коефiцiєнт, що визначає вагу феромону (𝛼 ≥ 0); 𝛽 — коефiцiєнт,

що визначає доступнiсть дiлянки (𝛽 ≥ 0); 𝜌 – швидкiсть випаровування
феромону (𝜌 ∈ [0; 1]); 𝑄 — константа, що належить до кiлькостi феромону,
який було залишено на шляху; 𝑙𝑖 — довжина 𝑖-ї дiлянки маршруту; 𝐹𝑖(𝑡)
— концентрацiя феромону на 𝑖-й дiлянцi маршруту; 𝐿𝑖 — доступнiсть 𝑖-ї
дiлянки маршруту (обернена величина вiд вiдстанi).

2) Створення популяцiї з 𝑚-ї кiлькостi агентiв (мурах).
3) Рух агентiв. Вибiр кожної наступної поворотної точки з 𝐽 можли-

вих здiйснюється за допомогою ймовiрнiсного правила (1), що визначає
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з якою ймовiрнiстю 𝑘-й агент перейде в 𝑖-у поворотну точку з врахуван-
ням доступностi 𝑖-ї дiлянки маршруту та концентрацiї феромону на нiй в
момент часу 𝑡:

𝑃 𝑘𝑖 =
𝐹𝑖(𝑡)

𝛼 · 𝐿𝛽𝑖∑︀𝐽
𝑗=1 𝐹𝑗(𝑡)

𝛼 · 𝐿𝛽𝑗
(1)

4) За формулою (2) визначається кiлькiсть феромону, залишеного 𝑘-им
агентом на 𝑖-й дiлянцi маршруту:

△𝐹 𝑘𝑖 (𝑡) =
𝑄

𝑙𝑖
(2)

Отриманий результат використовується для оновлення кiлькостi феро-
мону на кожнiй дiлянцi, пройденiй 𝑘-им агентом за формулою (3):

𝐹𝑖(𝑡+ 1) = (1 − 𝜌)𝐹𝑖(𝑡) +
𝑚∑︁

𝑘=1

△𝐹 𝑘𝑖 (𝑡). (3)

5) Провiвши достатньо запускiв, всi агенти починають рухатися за
одним оптимальним маршрутом, що i є розв’язком.

Висновок
Сфера використання алгоритмiв мурашиної колонiї є достатньо ши-

рокою. Зокрема, цi алгоритми допомагають при визначеннi маршрутiв
лiтакiв та БПЛА. В роботi був розглянутий базовий мурашиний алго-
ритм, але для реального планування маршрутiв застосовується полiпше-
ний max-min метод, що додатково враховує «зони небезпеки» та допома-
гає їх уникати. Застосування цих алгоритмiв допомагає швидко вирiши-
ти, описану мною задачу, не звiвши її до субоптимального рiшення, чого
не пропонують iншi методи. Актуальнiсть цiєї теми привертає увагу все
бiльшої кiлькостi дiячiв науки, що забезпечує їй розвиток на подальшi
роки.
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IТЕРАЦIЙНИЙ ПIДХIД ДО НЕОБУМОВЛЕНОГО
ОПТИМАЛЬНОГО ВИБОРУ ДЛЯ ПЕВНОЇ КАТЕГОРIЇ В

РОЗДРIБНIЙ ТОРГIВЛI

Р.О. МИРОНЕНКО, С.С. ДРIНЬ

В роботi використано iтерацiйний пiдхiд для управлiння базовим то-
варним асортиментом в умовах невизначеностi споживчих уподобань. В
ходi роботи розглядаються та застосовуються пiдходи портфельної теорiї,
задля оптимiзацiї кiлькостi базових SKU(товари базової необхiдностi). Це
допоможе пiдвищити прибутки та зменшити витрати.

Розглянемо категорiю, що складається з товарiв 𝑥𝑖 = (𝑥1𝑖, ..., 𝑥𝑘𝑖)
𝑇 ,

якi описують вiдсоток вiд середнього продажу товару за мiсяць. При-
пускаємо, що другий момент 𝑥𝑖 є скiнченним. Вектор середнiх значень
- 𝜇, а коварiацiйна матриця - Σ, за умови, що 𝑟𝑎𝑛𝑘(Σ) = 𝑟 ≥ 𝑘, тоб-
то Σ також може бути сингулярною матрицею. Вектор ваг портфеля -
𝑤 = (𝑤1, ..., 𝑤𝑘)

𝑇 , де 𝑤𝑗 позначає вагу j-го товару. Позначимо 1 - вектор
одиниць, а I - одиничну матрицю.

Класична проблема вiдбору портфеля визначається як

min
w

w𝑇Σw s.t. w𝑇1 = 1,w𝑇𝜇 = 𝑞, (1)

де q — очiкувана норма прибутку, яка вимагається вiд портфеля.
Якщо Σ додатньо визначена матриця, то задача оптимiзацiї (1) має

однозначний розв’язок, який задається виразом

w =
𝐶 − 𝑞𝐵

𝐴𝐶 −𝐵2
Σ−11+

𝑞𝐴−𝐵

𝐴𝐶 −𝐵2
Σ−1𝜇,

де 𝐴 = 1𝑇Σ−11, 𝐵 = 1𝑇Σ−1𝜇, 𝐶 = 𝜇𝑇Σ−1𝜇. Тим не менш, якщо ма-
триця Σ сингулярна, то задача оптимiзацiї (1) має нескiнченну кiлькiсть
розв’язкiв. Паппас та спiвавтори (2010) запропонували розв’язок, який,
як здається, є єдиним з мiнiмальною Евклiдовою нормою, i отримується
замiною оберненої матрицi на обернену матрицю Мура-Пенроуза

w =
𝐶 − 𝑞𝐵

𝐴𝐶 −𝐵2
Σ+1+

𝑞𝐴−𝐵

𝐴𝐶 −𝐵2
Σ+𝜇,

де 𝐴 = 1𝑇Σ+1, 𝐵 = 1𝑇Σ+𝜇, 𝐶 = 𝜇𝑇Σ+𝜇.
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Найпоширенiшi методи оцiнювання 𝜇 та Σ

�̂� =
1

𝑁

𝑁∑︁

𝑖=1

x𝑖, and Σ̂ =
1

𝑁 − 1

𝑁∑︁

𝑖=1

(x𝑖 − �̂�) (x𝑖 − �̂�)
𝑇
.

Задача оптимiзацiї без обмежень

min
u∈ℛ𝑛

𝑉 (u). (2)

У загальному випадку задачi оптимiзацiї (2) ми можемо визначити

𝑉 (u) =
1

2
u𝑇Mu− u𝑇d. (3)

Формулювання методу DFPM(The Discrete Functional Particle Method)
для 𝑉 (𝑢) в (3)

ü+ 𝜂u̇ = d−Mu,

або, як система першого порядку

u̇ = v

v̇ = −𝜂v + (d−Mu).
(4)

Застосовуючи симплектичний метод Ейлера до (4), отримуємо

w𝑘+1 = Gw𝑘 + b,G =

[︂
I−∆𝑡2M ∆𝑡(1−∆𝑡𝜂)I

∆𝑡I (1−∆𝑡𝜂)I

]︂
,b =

[︂
−∆𝑡2d
−∆𝑡d

]︂
.
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РАНДОМIЗАЦIЯ В РОЗПОДIЛЕНИХ СИСТЕМАХ

Д.М. САЙ, О.О. КУБАЙЧУК

Розглядається задача маршрутизацiї для комунiкацiйної мережi з то-
пологiєю гiперкуба. Нехай 𝑚 - бiтова розряднiсть адреси вузла (розмiр-
нiсть, дiаметр гiперкуба). Ребро мiж вузлами iснує тодi й тiльки тодi,
коли адреси вузлiв вiдрiзняються рiвно одним бiтом. Кожен з 𝑛 = 2𝑚

вузлiв (routing switches) є вiдправником та отримувачем одного з 𝑛 паке-
тiв. Мережа працює синхронно, кроками. Вузли пiдтримують черги для
зберiгання пакетiв, якi очiкують на вiдправку.

До гiперкуба застосовна схема маршрутизацiї за якої маршрут повi-
домлення повнiстю визначається адресами вiдправника та отримувача
- схема виправлення бiтiв (bit-fixing algorithm). У [1] доведено нижню
асимптотичну оцiнку складностi для будь-якого детермiнованого алгори-
тму маршрутизацiї з вiдсутнiстю пiслядiї - Ω(

√
2𝑚/𝑚3/2). Валiант у [2]

запропонував рандомiзований алгоритм маршрутизацiї та оцiнив ймовiр-
нiсть його успiшного завершення. Алгоритм Валiанта використовує схему
виправлення бiтiв i складається iз двох послiдовних фаз доставки.

Як наслiдок теореми з [2], теореми 4.12 з [3] для мережi з топологiєю
гiперкуба доведено наступний факт.

Теорема 1. Нехай випадкова величина 𝜉 -число крокiв, необхiдних ал-
горитму Валiанта для доставки всiх пакетiв за призначенням. Тодi,
∃𝐿 > 0 таке, що 𝑀𝜉 ≤ 𝐿𝑚, де 𝑚- бiтова розряднiсть адреси вузла.

Наслiдок 1. За означенням вiдношення ”𝑂” складнiсть алгоритму Ва-
лiанта 𝑂(𝑚) в середньому.
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ПЕРЕДБАЧУВАЛЬНА АНАЛIТИКА В МЕДИЦИНI

Є.Б. ФIСУН

Передбачувальна аналiтика має величезний потенцiал для розвитку
в галузi медицини. Аналiзуючи складнi закономiрностi в медичних да-
них(генетичних профiлях), прогностичнi моделi можуть iдентифiкувати
людей iз високим ризиком розвитку захворювань ще до появи симптомiв,
визначити якi гени бiльш за все провокують хворобу.

Незважаючи на те що передбачувальна аналiтика дає багато можливо-
стей для розвитку iндустрiї охорони здоров’я, вона стикається з низкою
проблем пов’язаних з даними, а саме складнiсть та варiативнiсть, оскiль-
ки лiкарi збирають повний анамнез, що включає багато рiзних атрибутiв,
якi можуть впливати на стан хворого. Медичнi данi дуже часто можуть
мiстити помилки, бути неповними, окрiм цього вiдсутнi данi для конкре-
тних хвороб, груп (stratified sampling problem), що у свою чергу впливає
на точнiсть передбачувальної моделi.

Одними з способiв як можна вирiшити проблему маленьких вибiрок є
генерацiя нових семплiв, за допомогою bootstrapping або jackknife. Оскiль-
ки медичнi данi мають багато предикторiв, то застосовуються feature
selection алгоритми (filter or wrapper methods) завдяки яким можна видi-
лити найважливiшi показники, що пояснюють залежну змiнну. В охоронi
здоров’я частою задачею є аналiз виживання, тобто нас цiкавить час до
визначеної подiї (рецидив, смерть), такi дослiдження характеризуються
наявнiстю censored data що робить некоректним використання традицiй-
них методiв (наприклад логiстична регресiя) для передбачення скiльки
часу ще проживе iндивiдум, для даної задачi варто застосовувати Kaplan-
Meier analysis, Cox regression.

У роботi було проаналiзовано комбiнований датасет експресiї генiв лю-
дей та мишей, двох груп (хворi на ангельман синдром та контрольна гру-
па). Загалом вибiрка складається з 60 семплiв та 2399 генiв. Для вiзуалi-
зацiї експресiї генiв було використано heatmap. За допомогою heatmap ми
можемо, якi гени мають бiльш високу експресiю (червоний колiр), а якi
бiльш низьку (синiй). Було проведено ряд експериментiв, для покраще-
ння точностi класифiкатора, а саме застовування фiльтрацiйних методiв
коефiцiєнт взаємної iнформацiї

∑︁

𝑥∈𝑋

∑︁

𝑦∈𝑌
𝑝(𝑥, 𝑦)𝑙𝑜𝑔

𝑝(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥)𝑝(𝑦)

та тест Колмогорова-Смiрнова щоб визначити чи є значнi вiдмiнностi мiж
генами хворих та здорових кандидатiв [1].
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Рис. 1. Heatmap of gene expression data

Також був застосований wrapper method (рекурсивне усунення ознак)
для виявлення найбiльш вагомих ознак. Окремо вiд алгоритмiв для ви-
значення значних ознак було зменшено розмiрнiсть датасету за допомо-
гою PCA [2]. Потiм було вирiшено пiдiйти до цiєї проблеми зi сторони да-
них та збiльшити кiлькiсть семплiв за допомогою bootstrapping, а потiм
зробити semi-supervised learning для нерозмiчених даних та натренувати
фiнальний класифiкатор.

Пiдсумовуючи у роботi було показано, що класичнi методи машинного
навчання не працюють для передбачувальної аналiтики, це характери-
зується специфiкою даних, оскiльки ми маємо малу вибiрку та багато
незалежних змiнних ми стикаємось з проблемою перенавчання.
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SOLVING CLASSICAL (SYSTEMS OF)
LINEAR ALGEBRAIC EQUATIONS USING NON-CLASSICAL

METHODS OF COMPUTER MATHEMATICS

A.O. TSUKANOVA

Since the beginning of time people have made some optimal, more or less,
decision, based only on pure human experience. Over time it was no longer
possible to realize this action without special mathematical methods that
carry out global search for necessary optimum. Nowadays, in crazy time
of global computerization, these methods allow us to take, in fact, innovative
look at some complicated problems of classical mathematics. The given paper
presents basic results of analysis of well known classical Gauss method (or
Gaussian elimination method) [1, 2] and new optimization method of gradient
descent [3] for solving general systems of linear algebraic equations, obtained
after testing our own program, written in «Visual Basic for Applications».

The essence of proposed numerical optimization method of gradient descent
is that solving an arbitrary system of the form 𝐴�⃗� = �⃗� is reduced to searching
of minimizer �⃗�*, i.e. such vector, that min

𝑥∈R𝑛
𝑓(�⃗�) = 𝑓(�⃗�*), for the next function

𝑓(�⃗�) =
(︀
𝐴�⃗�− �⃗�, 𝐴�⃗�− �⃗�

)︀
= ||𝐴�⃗�− �⃗�||2,

𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, �⃗� ∈ R𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛.
Formally, this method consists in iterative generation of some sequence of

such points {�⃗�𝑘}𝑘≥0, i.e. some descent trajectory, that is sometimes called
a relaxation trajectory, that converges to our real solution �⃗�* while 𝑘 → ∞,
that 𝑓(�⃗�𝑘+1) ≤ 𝑓(�⃗�𝑘), 𝑘 ≥ 0, according to the following iterated scheme.

(1) An arbitrary point is selected as an initial approximation �⃗�0.
(2) The approximation �⃗�𝑘+1, 𝑘 ≥ 0, is determined by the formula

�⃗�𝑘+1 = �⃗�𝑘 − 𝜆𝑘�⃗�𝑘, 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 ≥ 0,

where �⃗�𝑘 = 𝑔𝑟𝑎𝑑
(︀
𝑓(�⃗�𝑘)

)︀
, 𝑘 ≥ 0.

At each step we have movement along the vector of anti-gradient, in the
direction of the fastest decrease of 𝑓 , and, as a result, we get our necessary
solution. Namely, if it turns out that the modulus of our anti-gradient is zero
(less than predetermined accuracy), then we are at the minimum point we
are looking for. If the criterion for the end of the iteration is not true (the
modulus of our anti-gradient is more than predetermined accuracy), then we
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return to the first step, otherwise we return the exact value of �⃗�𝑘+1, 𝑘 ≥ 0. In
this formula 𝜆𝑘, 𝑘 ≥ 0, determines the distance between �⃗�𝑘 and �⃗�𝑘+1, 𝑘 ≥ 0.
This distance is usually called the step of the proposed gradient scheme.

The main problem in the process of choosing this step 𝜆𝑘, 𝑘 ≥ 0, is to ensure
that the inequality 𝑓(�⃗�𝑘+1) ≤ 𝑓(�⃗�𝑘), 𝑘 ≥ 0, is true. There are different ways
to choose this step multiplier 𝜆𝑘, 𝑘 ≥ 0. Depending on this, different variants
of numerical optimization method of gradient descent can be obtained. We
have considered the next four variational methods: the method with adaptive
step selection, the method with adaptive step correction, the modified descent
method with adaptive step selection, and the fastest descent method. All these
methods contribute to the accelerated approximation of our converging se-
quence of points {�⃗�𝑘}𝑘≥0 to necessary real solution �⃗�* we are looking for.

The main idea of the proposed method is to optimize, that is, to move to
minimum in the direction of the fastest descent, and this direction is given
by the vector of anti-gradient 𝑔𝑟𝑎𝑑

(︀
𝑓(�⃗�𝑘)

)︀
, 𝑘 ≥ 0. In details, we choose some

starting point in an arbitrary way, calculate the gradient of the considered
function in this point, and take some small step in the opposite, anti-gradient,
direction. As a result, we arrive to some point where the value of our function
is less than the value in the previous point. At this new point we repeat the
mentioned procedure: we again calculate the gradient of the function and take
a step in the opposite direction. Continuing this process, we move towards
the decreasing function. The relaxation sequence is built, according to the
following mathematical conclusions: due to special choice of the direction of
our movement, reducing the value of our function at each step, when moving
from the first point �⃗�𝑘, 𝑘 ≥ 0, to the second point �⃗�𝑘+1, 𝑘 ≥ 0, we approach
the minimum. Since at each step we move along the vector of anti-gradient, in
the direction of the fastest decrease of our function 𝑓 , thus, as a result, we will
finally arrive to our necessary explicit solution we are looking for. After testing
various systems of linear algebraic equations with the help of our program,
it was found that the Gaussian method algorithm gives results in a fraction
of seconds, while proposed optimization method produces the most accurate
result in a short time not for every system. This fact experimentally proves
that effectiveness of this descent method depends on value of its chosen step.
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МАРI СОФI ЖЕРМЕН

Ю.Ю. БОНДАРЕНКО, Т.В. МАЛОВIЧКО

Марi Софi Жермен (1776 – 1831) – видатна французька жiнка-математик.
Вона народилася 1 квiтня 1776 р. у Парижi. Одержала домашню освiту.
Математикою зацiкавилася в 13 рокiв, коли пiд час Французьської рево-
люцiї знайшла прихисток у бiблiотецi батька. Легенда про смерть Архi-
меда через захоплення математикою, надихнула її на те, щоб присвятити
своє життя цiй науцi [1].

Батьки її не пiдтримали, хвилюючись за її здоров’я. На нiч вони вiд-
ключали тепло i свiтло в її спальнi i забирали її одяг. Жермен вдавала,
що виконує вимоги, але вночi загорталася у ковдри, запалювала захованi
недогарки свiчок i всю нiч працювала над книгами. Одного ранку батьки
побачили, що вона спить за письмовим столом, дошка вкрита розрахун-
ками, а чорнило замерзло. Пiсля цього вони послабили опiр [2], [3].

Задля математики вона самостiйно вивчила грецьку мову та латину.
Коли в Парижi вiдкрилася Центральна школа суспiльних наук Софi вда-
лось отримати конспекти декiлькох курсiв, зокрема i аналiзу, що викладав
Лагранж. В кiнцi курсу студенти повиннi були здавати письмовi роботи.
Жермен знайшла колишнього студента Леблана та подала свої спостере-
ження на перевiрку Лагранжу пiд його iменем. Професор був вражений
її оригiнальнiстю та навiть публiчно похвалив цю роботу. Пiсля розшу-
кiв з’ясувалося, що генiальним Лебланом виявилась Софi Жермен. Пiсля
цього Лагранж став її математичним наставником i вони часто листува-
лись. Також вона зав’язала листування ще з деякими вченими.

Софi зацiкавилася конкурсом Паризької академiї наук, щодо експери-
ментiв Хладнi з вiбруючими металевими пластинами. Метою конкурсу
було «надати математичну теорiю вiбрацiї пружної поверхнi та порiв-
няти цю теорiю з експериментальними доказами». Жермен подала свою
статтю у 1811 р. i не отримала премiї. Лагранж змiг використати її ро-
боту, щоб вивести своє рiвняння. Журi перезапустило конкурс. Жермен
продемонструвала, що рiвняння Лагранжа справдi дало закономiрностi
Хладнi в кiлькох випадках, але не могла дати задовiльного виведення
його рiвняння з фiзичних принципiв. За цю роботу вона отримала поче-
сну вiдзнаку. Коли конкурс вiдновився втретє, Жермен знову прийняла
в ньому участь. Її робота була визнана гiдною медалi, хоча недолiки в її
математичнiй строгостi залишились [2].
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Жермен найбiльш вiдома дослiдженням останньої теореми Ферма, що
стверджує, що рiвняння 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑧𝑝 не має розв’язкiв в ненульових
цiлих числах при 𝑝 > 2. Твердження, що це рiвняння не має розв’язкiв
в ненульових цiлих числах, жодне з яких не дiлиться на 𝑝, називається
першим випадком теореми Ферма.

Теорема (Софi Жермен). Нехай для простого числа 𝑝 ≥ 3 iснує таке
цiле число 𝑛, що

(1) число 𝑞 = 2𝑛𝑝+ 1 є простим числом;
(2) серед 𝑝-х степенiв по модулю 𝑞 немає сусiднiх;
(3) число 𝑝 не є 𝑝-м степенем за модулем 𝑞.

Тодi для будь-якого розв’язку рiвняння 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑧𝑝 в цiлих числах 𝑝2

є дiльником 𝑥, 𝑦 або 𝑧. Зокрема, для показника справедливий перший
випадок теореми Ферма [1].

План Жермен полягав у тому, щоб довести, що кожне просте число
𝑝 ≥ 3 має безлiч допомiжних простих чисел 2𝑛𝑝 + 1 таких, серед нену-
льових 𝑝-х степенiв по модулю 𝑞 немає сусiднiх. Тодi, якби 𝑥, 𝑦 та 𝑧 були
розв’язками рiвняння Ферма для показника 𝑝, то кожне з нескiнченної
кiлькостi допомiжних простих чисел мало б дiлитися на одне з чисел 𝑥,
𝑦 або 𝑧. Якщо розглянути три пiдмножини допомiжних простих чисел,
що дiляться на 𝑥, 𝑦 та на 𝑧 вiдповiдно, то хоча б одна з таких пiдмно-
жин мала б бути нескiнченною. Це означало б, що одне з чисел 𝑥, 𝑦 або
𝑧 було б кратним нескiнченнiй кiлькостi простих чисел, що неможливо, а
отже, рiвняння Ферма не могло б мати розв’язкiв для показника 𝑝. Однак
Жермен писала Гауссу, що не змогла встановити iснування нескiнченної
кiлькостi допомiжних простих чисел навiть для одного простого показни-
ка степеня. Тим не менш це був перший випадок, коли хтось розробив
план доведення останньої теореми Ферма для нескiнченної кiлькостi про-
стих показникiв степеня, а не для кожного окремого випадку[4].
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IННОВАЦIЙНI ПIДХОДИ ДО ВИКЛАДАННЯ ДРОБIВ:
ВИКОРИСТАННЯ ТЕХНОЛОГIЙ У НАВЧАЛЬНОМУ

ПРОЦЕСI

I.В. ВОЛОШКО

У цiй статтi ми розглянемо iнновацiйнi пiдходи до викладання дробiв,
зокрема використання iнтерактивних технологiй та мультимедiйних ре-
сурсiв, що сприяють покращенню розумiння та засвоєнню цiєї важливої
математичної теми.

Мета дослiджень

Оцiнка ефективностi технологiчних iнструментiв; наскiльки ефектив-
но технологiї, такi як комп’ютернi програми, веб-сайти, мобiльнi додатки
тощо, допомагають у вивченнi дробiв порiвняно з традицiйними метода-
ми.

Завдання дослiдження

Оцiнка ефективностi використання технологiй у викладаннi дробiв та
їх вплив на навчальний процес та результати учнiв. Аналiз рiзних техно-
логiчних iнструментiв, таких як вiдеоуроки, iнтерактивнi вправи, спецi-
алiзованi програми тощо, зокрема їх вплив на розумiння та засвоєння
матерiалу, мотивацiю учнiв та пiдвищення їх зацiкавленостi у предметi.

Виклад основного матерiалу

Швидкий розвиток технологiй та цифровiзацiя сучасного свiту змушу-
ють сферу освiти адаптуватися до нових вимог. Одним з ключових iн-
струментiв цифрової трансформацiї є платформи для створення онлайн-
курсiв, якi впливають на спосiб навчання та фiлософiю освiти. В Украї-
нi спостерiгається зростання iнiцiатив, спрямованих на розвиток онлайн-
освiти: використання цифрових платформ для рiзних курсiв, формування
електронних пiдручникiв, впровадження навчальних iнтерактивних iгор
тощо. Це призводить до змiн у пiдходах викладання в українських шко-
лах, що збiльшує гнучкiсть, iнтерактивнiсть та якiсть освiтнього процесу.
Однак, для успiшної iнтеграцiї цифрових технологiй, важливо врахову-
вати доступнiсть навчальних можливостей для всiх учнiв та розвиток
цифрової грамотностi [1, c.100-108]. Iнтерактивнi дошки, комп’ютери та
iнформацiйнi технологiї – це зручнi засоби, якi, сполучаючи педагогiчну
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вправнiсть, можуть внести новизну у навчальний процес, збiльшити за-
цiкавленiсть учнiв у здобуттi знань i значно спростити завдання викла-
дача щодо пiдготовки до занять. Компонентами iнтерактивної дошки є
комп’ютер, мультимедiйний проектор, програмне забезпечення та екран,
який виступає як платформа для дошки.

Аналiз ефективностi

У першому питаннi йшла мова про частоту використання iнтерактивних
дошок або мультимедiйних iнструментiв пiд час урокiв з дробами. За ре-
зультатами анкетування, бiльшiсть вчителiв використовують цi iнстру-
менти час вiд часу (50%), але також є частка вчителiв, якi використо-
вують їх рiдко або нiколи (30%). Можемо зробити висновок, що iснує
певний рiвень використання iнтерактивних iнструментiв у навчальному
процесi з дробами, але є потенцiал для бiльш широкого впровадження цих
технологiй. У другому питаннi ми запитували, як, на думку вчителiв, iн-
терактивнi iнструменти, такi як iнтерактивнi дошки, допомагають учням
краще розумiти дроби. Результати показали, що бiльшiсть вчителiв вва-
жають, що цi iнструменти значно покращують зрозумiння дробiв (40%)
або допомагають трохи (30%). Однак є i частина вчителiв, якi вважають,
що цi iнструменти мають мiнiмальний вплив (30%). Такий розподiл ду-
мок показує певний позитивний ефект вiд використання iнтерактивних
iнструментiв, але також свiдчить про можливостi для подальшого вдо-
сконалення використання цих технологiй у навчальному процесi з дро-
бами. У третьому питаннi йшла мова про сприйняття вчителями збiль-
шення зацiкавленостi учнiв пiд час використання iнтерактивних iгор або
завдань з дробами. За результатами анкетування, бiльшiсть вчителiв вiд-
мiтили помiтне збiльшення зацiкавленостi учнiв (60%). Це свiдчить про
ефективнiсть використання iнтерактивних методiв у навчальному процесi
з дробами та їхнiй позитивний вплив на мотивацiю учнiв. У четвертому
питаннi аналiзувалося ставлення вчителiв до розбиття концепцiй дробiв
на простi кроки з використанням технологiй. Бiльшiсть вчителiв (70%)
однозначно пiдтримують думку про те, що цей пiдхiд сприяє кращому
засвоєнню матерiалу учнями. Це пiдтверджує важливiсть структурова-
ного навчання та використання вiзуальних матерiалiв для полегшення
розумiння складних концепцiй.

Висновки

Аналiз питань показує, що використання технологiй у навчаннi дро-
бiв вiдзначається певними позитивними тенденцiями. Бiльшiсть вчителiв
вiдзначають покращення у засвоєннi концепцiй дробiв та вплив спiльних
завдань на пiдготовку до урокiв. Також вони усвiдомлюють важливiсть
постiйного професiйного розвитку у використаннi технологiй та стикаю-
ться з викликами при впровадженнi цих технологiй. Однак деякi вчителi
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вiдчувають, що традицiйнi методи можуть бути ефективнiшими, що свiд-
чить про необхiднiсть додаткової пiдтримки та навчання у використаннi
технологiй для досягнення їхнього повного потенцiалу.
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СПАДЩИНА УКРАЇНСЬКИХ МАТЕМАТИКИНЬ

Є.В. КИЯНИЦЯ, О.О. КУБАЙЧУК

Свiтова статистика свiдчить про те, що лише 28 вiдсоткiв науковцiв —
жiнки, згiдно з даними Iнституту статистики ЮНЕСКО. Проте, Україна
демонструє прогресивнi тенденцiї в цьому питаннi, адже кiлькiсть жiнок
серед науковцiв сягає 46 вiдсоткiв, що дозволяє посiсти 12 мiсце в рейтин-
гу за цим показником серед 41 країн свiту [1]. На жаль, бiльшiсть населе-
ння України навiть не цiкавиться вкладом українських жiнок у науку,
тому ця тема є дуже актуальною i ми маємо її розглянути. Прикладом
визначних українських науковиць у сферi математики є:

1. Софiя Олександрiвна Яновська

Народилась 31 сiчня 1896, впровадила новий напрям у науковому до-
слiдженнi, формуючи власну школу методологiї наукового знання. Вона
поєднувала теоретичнi дослiдження з по- пуляризацiєю наукових знань,
викладання особливостей математичної логiки з метою зробити досягне-
ння науки доступними для широкої аудиторiї [2]. Науковиця має бiльш
нiж 40 дру- кованих наукових робiт. Акцентуючи на питаннях методоло-
гiї математики та логiки, Софiя Олександрiвна здiйснила значний внесок
у пiдвищення рiвня математичної освiти та культури в нашiй країнi.

2. Клавдiя Якiвна Латишева

Народилася 14 березня 1897 року, науковиця математикиня, перша
українка, яка захистила дисертацiю та ступiнь кандидата фiзико-математичних
наук. Одне з її найбiльших досягнень — метод Фробенiуса-Латишевої для
розв’язання систем диференцiальних рiвнянь з частин- ними похiдними[3,
ст. 317]. Суть методу полягає в розкладаннi шуканих функцiй у ряди за
малим параметром. Цей метод дозволяє знаходити точнi або наближенi
розв’язки ДРЧП, якi не можна розв’язати аналiтично iншими методами.

3. Катерина Логвинiвна Ющенко

Народилась 8 грудня 1919 року, вчена у галузi кiбернетики та до-
ктор фiз-мат. наук. Членкиня Мiжнародної академiї комп’ютерних наук,
дворазова лауреатка Державної винагороди Украї- ни, винагороди НАН
України iменi Глушкова, а також нагороджена орденом Княгинi Ольги.
Катерина Ющенко є автором першої мови програмування “Адресна мо-
ва програмування”, розробила першi програми для першого комп’ютера
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створеного в НАН України. Протягом 40 рокiв роботи в Iнститутi кiбер-
нетики вiддавалася створенню школи теоретичного програ- мування. Її
“Адресна мова програмування” випередила на час свого виникнення такi
вiдомi мови, як Фортран, Кобол i Алгол. Її дослiдження були одними з
перших крокiв у створеннi штучного iнтелекту, а на базi “Адресної мови
програмування” були створенi першi програ- ми розпiзнавання образiв,
включаючи геометричнi фiгури та символи. На жаль, радянська влада
перервала розвиток цiєї мови, заборонивши подальше дослiдження та пу-
блiкацiю на- укових робiт з цього напрямку. Однак “Адресну мову програ-
мування” використовували у пострадянських країнах ще понад 10 рокiв
пiсля цього. [4, сл.7]

4. Ольга Арсенiвна Олiйник

Народилась 2 липня 1925 року, видатна вчена-математик. Вона здобу-
ла вищу освiту з вiд- знакою в мехматi, де навчалась пiд керiвництвом
професора Софiї Яновської. Її активну наукову дiяльнiсть охопили такi
галузi, як диференцiальнi рiвняння, фiзика рiдин та газiв 1 у пористих
середовищах, математична теорiя пружностi та топологiя. Напрацюван-
ня Ольги визнанi не лише в Українi, але й за її межами, вона отримала
численнi нагороди та визнання за свої досягнення. Також її науковий
внесок був вiдзначений iноземними науковими уста- новами, зокрема Iта-
лiйською Академiю наук та Единбурзьким королiвським товариством у
Великобританiї. Понад 350 наукових праць належать Ользi Арсенiвнi, та-
кож пiдготовка 56 кандидатiв та 14 докторiв наук. [2]

5. Сита Галина Миколаївна

Народжена 29 сiчня 1940 року, є видатною науковицею в галузi ма-
тематики та вiдомим фа- хiвцем в теорiї випадкових процесiв та фун-
кцiональних просторах. Вона спецiалiзується на дослiдженнi граничних
теорем теорiї випадкових процесiв та асимптотичних оцiнок мiр у фун-
кцiональних просторах. Її науковий доробок налiчує понад 25 публiкацiй,
якi роблять значний внесок у теорiю ймовiрностей. Також, поза науковою
сферою, Галина сита вiдзнача- ється активною дiяльнiстю в увiковiчен-
нi пам’ятi великих українських математикiв. Її внесок у вивчення iсторiї
математики надзвичайно значний, що пiдтверджується понад 50 публiка-
цiями в цiй галузi.[2]

6. Дубинчук Олена Степанiвна

Народжена 21 травня 1919 року, вiдома як талановитий математик, на-
уковець i педагог. Во- на проявляла зацiкавленiсть у проблемах теорiї й
iсторiї педагогiки, методиках викладан- ня математики в школах i профе-
сiйних училищах, органiзацiї навчально-виховного процесу, мiжпредме-
тних зв’язках та iндивiдуалiзацiї навчання. Велику увагу придiляла роз-
робцi кон- цепцiї математичної освiти в Українi. Дубинчук була автором
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понад двохсот наукових праць, включаючи пiдручники, навчальнi посi-
бники, збiрники задач, тематично-поурочнi плани та статтi. Її концепцiя
безперервної професiйної освiти, ґрунтуючись на сучасних освiтнiх трен-
дах, водночас враховувала й унiкальнi потреби та перспективи розвитку
української держави, роблячи значний внесок у цю сферу. Крiм того, во-
на є авторкою кiлькох пiдручникiв, якi ви- користовуються в навчальних
закладах України та поза її межами. [5]

Висновок
Це лише декiлька прикладiв з багатьох видатних українок, якi зроби-

ли значний внесок у розвиток математики. Їхня спадщина є свiдченням
їхньої iнтелектуальної сили, стiй- костi та вiдданостi своїй справi. На при-
кладах вищезгаданих дослiдниць ми можемо побачити, що вони зробили
значний внесок у розвиток математичної науки на територiї України. Нам
слiд знайомитись з iншими українськими науковицями, популяризувати
їхнi здобутки та роз- повiдати про них свiтовi. Це не лише сприятиме
розвитку науки в Українi, але й дасть змогу новим поколiнням українцiв
пишатися своїми спiввiтчизницями та черпати з їхнiх досягнень натхне-
ння для власних звершень.
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